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en . Resume 

^ , Nous etudions les /3-extensions dans un groupe classique p-adique et obtenons une 

I relation entre certaines /3-extensions a I'aide d'une representation de Weil. Nous en 

donnons une application a I'etude des points de reductibilite de certaines induites 
paraboliques. 
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Soit F un corps local non archimedien de caracteristique residuelle impaire. Soit Go un 
groupe symplectique, special orthogonal ou unitaire sur F (sur le corps des points fixes 
d'une involution sur F dans le cas unitaire) et, pour n G N, soit G„ le groupe classique de 
meme nature que Gq ayant un sous-groupe parabolique maximal P„ de facteur de Levi M„ 
isomorphe a GL(n, F) x Gq. Soit a une representation supercuspidale irreductible de Gq et 
TT une representation supercuspidale irreductible de GL(?7.,F). 

\ L'etude des points de reductibilite de la representation induite indp"7r|det Y®a, oii tradi- 

tionnellement le parametre s est reel, joue un role important en tlieorie des representations, 
aussi bien, depuis plus de trente ans, dans la classification des representations lisses irreducti- 
bles de Gn et la determination de son dual unitaire, que plus recemment dans l'etude de 
la correspondance de Langlands. La representation induite ci-dessus, normalisee, est tou- 
jours irreductible si vr n'est pas autoduale (au sens approprie du paragraphe 3.2) ; si vr 
est autoduale, dans presque tons les cas ses points de reductibilite sont soit s = 0, soit 
s = ±|. D'apres les travaux de Mceglin, I'ensemble Red((T) des paires (vr, s), formees d'une 
representation supercuspidale autoduale irreductible vr d'un groupe GL(?t,, F) et d'un nombre 
reel s > 1, telles que la representation induite indp^'7r|det |* ® ex soit reductible determine 
le L-paquet auquel appartient a et son image dans la correspondance de Langlands ; cet 
ensemble est fini et sa taille est connue. 

Or la tlieorie des types et paires couvrantes est un outil puissant d'etude de telles induites, 
qui permet de traiter le cas, echappant aux methodes traditionnelles, des representations non 
generiques, et qui surtout devrait aboutir a une description explicite de Red((T), done du L- 
paquet de a et de son image dans la correspondance de Langlands, en fonction du type (ou 
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d'un type) attache a a. Ce programme, initie dans Particle fondateur [6], est techniquement 
assez difficile puisque pour obtenir Red(cr) il faut partir d'un type ( J^r, A^) pour cr, d'un 
type ( Jtt, Att) pour une representation supercuspidale autoduale irreductible tt d'un groupe 
GL(n, F) et determiner : 

(i) une paire couvrante (J, A) de ( Jtt x J^r, A,r ® A^-) dans G„ ; 

(ii) la structure de I'algebre de Hecke associee ^{{Gn, A) ; 

(iii) les points de reductibilite complexes de I'induite ci-dessus via des equivalences de 
categories transformant I'induction parabolique en induction des ^{Mn^^-K ® Ag-))- 
modules en 'H{Gn- A)-modules (voir Ic paragraphe 3.2, essentiellement independant du 
reste de I'article). Un type pour tt est insensible a la torsion par un caractere non 
ramifie, c'est pourquoi le parametre s varie ici dans C ; cela revient a etudier ensemble 
deux representations induites a parametre reel (§3.2). 

La faisabilite de cc programme est attestcc par [1] qui Ic mcnc a son tcrmc pour les sous- 
groupes de Levi GL(1, F) x Sp(2, F) et GL(2, F) de Sp(4, F). Dans un travail en cours avec 
Guy Henniart et Shaun Stevens, nous le mettons en oeuvre pour determiner explicitement 
les L-paquets de Sp(4, F) en termes de types, a partir de la liste des types de representations 
supercuspidales generiques et non generiques de Sp(4, F) etablie dans [4] (Gan et Takeda 
decrivent ces L-paquets dans [8] par une methode differente ne permettant pas une telle 
explicitation). 

Dans un groupe classique plus general et pour une representation induite de la forme ci- 
dessus, la construction d'une paire couvrante (i) a ete effectuee dans certains cas particuliers : 
le sous-groupe de Levi de Siegel d'un groupe symplectique dans [2], le sous-groupe de Levi 
de Siegel d'un groupe classique dans [10] oii la structure theorique de I'algebre de Hecke 
(ii) est determinee, une representation supercuspidale autoduale de niveau zero du Levi de 
Siegel d'un groupe symplectique ou special orthogonal dans [13] qui donne en outre I'etude 
de reductibilite (iii). Plus generalement, des paires couvrantes accompagnees de la structure 
theorique de I'algebre de Hecke associee sont fournies par [21], sous des hypotheses assez 
larges, en particulier celles du paragraphe 3.1 ci-dessous, que nous supposerons verifiees 
dans la suite de cette introduction : il s'agit essentiellement de demander que vr et o" soient 
attachees a des strates suffisamment "disjointes" du point de vue de la theorie des types et 
a des caracteres semi-simples compatibles (cf. remarque 3.18). 

Dans presque tons les cas qui nous interessent ici, la structure theorique de I'algebre 
de Hecke 'H(G'„, A) obtenue est la meme : il s'agit d'une algebre de convolution a deux 
generateurs Tq et Ti sur un groupe de Weyl affine qui ne depend que de tt. Le generateur 
Tj, i = 0, 1, est I'image par une injection d'algebres du generateur d'une algebre de Hecke 
Ci — T-LiQi, Pi) de dimension 2, I'algebre d'entrelacements de I'induite parabolique d'une 
representation cuspidale d'un sous-groupe de Levi maximal A4i dans un groupe reductif fini. 
La connaissance de Qi et pi doit permettre de calculer la relation quadratique satisfaite par 
Ti a I'aide des travaux de Lusztig (voir [13]). Ces deux relations quadratiques suffiscnt a 
determiner les parties reelles des points de reductibilite de la representation induite consideree 
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(§3.2) et done a predire s'il s'agit d'une situation "ordinaire" avec reductibilites de parties 
reelles ou ±|, ou d'une situation fournissant un element de I'ensemble Red((T) cherche. 

Mais le diable est dans les details : pi est "la partie de niveau zero du type A", notion 
a laquelle on ne pent donner un sens que "relativement a Qi" (en prenant un peu de liberte 
avec le vocabulaire). En efFet pi est determinee par une ecriture du type A sous la forme 
Ki ® Pi oil Ki est une (3-eoctension relativement d Qi [21]. II en resulte que pi n'est a priori 
connue qu'a un caractere (eventuellement muni de proprietes supplementaires) pres et la 
structure de Ci pent en dependre (voir les exemplcs 2.36 et 3.16 et le paragraphe 3.4). C'cst 
pourquoi la realisation du programme ci-dessus doit passer par une analyse approfondie de 
la notion dc /3-cxtension, dont le present article constitue une ctape. 

Une description plus precise des algebres Ci qui, redisons-le, determinent les parties 
reelles des points de reductibilite de indp^7r|det |* (8) cr, fait apparaitre que leur dependance 
en a reside exclusivement dans la determination de pi, c'est-a-dire dans la determination des 
^-extensions attachees a la situation, I'effet de a etant simplement de modifier le choix de 
Pi par torsion par un caractere. 11 est naturel dans ces conditions de comparer les parties 
reelles des points de reductibilite des induites indp^7r|det |* (g) cr ct indQ"7r|det I"*, oil Hn est 
le groupe classique de meme nature que Go ayant un sous-groupc parabolique maximal Qn 
de facteur de Levi isomorphe a GL{n, F). Comme on vient de le voir, cette comparaison se 
ramcne a une comparaison entre representations cuspidales d'un meme groupe fini pouvant 
diffcrcr d'une torsion par un caractere. 

C'est la determination de ce caractere, intrinsequement lie a la notion dc /3-cxtcnsion, qui 
est I'enjeu du travail qui suit. 11 s'agit en rcalite de comparer /3-extensions dans le groupe G„ 
et ^-extensions dans son sous-groupe Hn x Gq. La solution est donnee dans le theoreme 2.35, 
resultat principal de Particle. EUe est assez simple (si Ton omet d'enoncer les hypotheses et 
notations) : les ^-extensions considerees dans G„ et dans x Co different d'un caractere 
qui est la signature d'une permutation explicite. Faction par conjugaison sur un groupe fini 
attache a la situation. 

Revenons pour terminer a la motivation initiale : la description explicite dc Red((T). 
On s'attend a ce que les representations autoduales tt intervenant dans Red(cr) presentent 
une forte affinite, du point de vue des types, avec a (comme dans I'exemple final de [3] oii 
la pairc couvrante relative a vr ® o" est attachee a une strate simple et ou I'on obtient un 
point de reductibilite de partie reelle 1). Or nous nous sommes places dans une situation oil 
au contraire, les strates sous-jacentes a tt et cr sont supposees "disjointes" (hypotheses du 
paragraphe 3.1, cf remarque 3.18). De fait c'est dans le cas oii tt est un caractere autodual 
de GL(1, F) et oii la strate semi-simple sous-jacente a a n'a pas de composante nuUe que nos 
resultats trouvcnt leur premiere application. Dans le cas symplectique, chaque algebre Ci 
est I'algebrc d'entrclacement d'un caractere quadratique ou trivial du sous-groupe de Borel 
de SL(2, kp) et Ton salt a quel point sa structure depend de ce caractere (§3.4) : la signature 
de la permutation du theoreme 2.35 determine ici la ramification du caractere autodual tt 
figurant dans Red((T). 

L'article est divise en trois parties : mise en place des proprietes des /3-cxtcnsions ; cons- 
truction d'une representation de Weil permettant d'obtenir le caractere cherche ; application 
a I'etude de reductibilite. 
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La premiere partie est technique, centree sur les notions fondamentales de bijection cano- 
nique et de /3-cxtcnsion definies par Stevens dans [21]. Apres avoir rappclc les definitions 
essentielles (§1.1), on donne au paragraphe 1.2 une caracterisation de la bijection canonique 
en termes d'entrelacement. Le paragraphe 1.3 est consacrc a la mise en place d'un foncteur de 
restriction de Jacquet rp dans une situation legerement plus generale que celle de [21] (dont 
il s'inspire largement, voir loc. cit. §5.3 et 6.1), ou le sous-groupe parabolique P est attache 
a unc decomposition qui est subordonnec a la stratc considcrcc, sans lui etre proprement 
subordonnee. Le resultat essentiel (proposition 1.20) est demontre au paragraphe 1.4 : il 
s'agit de la compatibilite entre le foncteur rp et la bijection canonique sur laquelle repose la 
notion de ^-extension. 

La deuxieme partie, que Ton decrit ici dans le contexte simplifie ci-dessus, part d'un 
caractere semi-simple 9 dans G„ convenablement decompose par rapport au sous-groupe 
Hn X Co et rehe les representations associees rjet k, dans Gn a des objets analogues rj' et k' dans 
Hn X Go (§2.1). La relation obtenue est precisee au paragraphe 2.2 a I'aide d'un foncteur de 
restriction de Jacquet relatif a un sous-groupe parabolique de Levi GL(n, F) x Gq. On cons- 
truit alors une representation "de Weil" W telle que la famille finie des representations k, et 
celle des k,' soient rehees par k, ~ W(8)k' (§2.3). Grace aux proprietes de cette representation 
de Weil, on montre, lorsque le caractere 9 est attache a un ordre autodual maximal, que 
la representation k. est une /3-extension si et seulement si k' en est une (§2.4). L'usage de 
la compatibilite entre restriction de Jacquet et bijection canonique montree en 1.4 aboutit 
au theoreme 2.35, qui decrit le caractere par lequel different les /3-extensions dans Gn et 
Hn X Go- 
La troisieme partie se rapproche de la motivation initiale en expliquant comment les 
resultats obtenus s'appliquent a I'etude de reductibilite. Nous commengons par resumer les 
resultats de Stevens [21] dans le contexte simplifie d'une decomposition autoduale en trois 
morceaux (§3.1, indepcndant des deux premieres parties). On y voit (corollairc 3.7) que la 
notion de /3-extension est cruciale pour trouver les generateurs de I'algebre de Hecke de la 
paire couvrante consideree. Nous detaillons ensuite le lien entre les relations quadratiques sa- 
tisfaites par les deux generateurs d'une algebre de Hecke correspondant a notre situation et les 
points de reductibilite des representations induites associees (§3.2, proposition 3.12). II reste 
a tircr quclqucs conclusions : la comparaison des /3-extensions dans G„ ct iJ„ x Gq faite dans le 
theoreme 2.35 permct dc comparer les algebres de Hecke associees, on passe des generateurs 
de I'une a ceux de I'autre par torsion par des caracteres donnes par ce theoreme (§3.3, 
proposition 3.17). Nous terminons par des exemples dans un groupe symplectique (§3.4), 
illustrant la relation entre la notion essentielle de ^-extension et les points de reductibilite 
d'induites paraboliques. 

Remerciements. J'aimerais remercier Shaun Stevens pour m'avoir explique certaines subtilites 

des caracteres semi-simples et /3-extensions et pour ses commentaires d'une premiere version de ce 
manuscrit, et Laurc Blasco, Guy Henniart, Colette Moeglin et Shaun Stevens pour des discussions 
tres stimulantes a differents stades de ce travail. 
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Notations 

On travaille dans cet article sur les objets definis par Shaun Stevens dans [21] et des articles 
anterieurs, et qui trouvent leur origine dans [5] et [7]. On respecte autant que possible les 
notations de [21], en les simplifiant parfois comme indiquc ci-dessous. 

Soit F un corps local non-archimedien de caracteristique residuelle impaire p muni d'un 
automorphisme note x ^ x d'ordre 1 ou 2 et de points fixes Fq. On note kp son corps 
residuel, de cardinal qp = q- On considere le groupe classique des automorphismes d'un 
espace vectoriel V de dimension finie sur F conservant une forme e-hermiticnne (relativement 
a I'automorphismc x x, avcc e = ±1) non degeneree h sur V. Dans Ic cas orthogonal on 
definit G comme le groupe special orthogonal des elements de de determinant 1, dans 
les autres cas on pose G — G^. On note aussi g ^ g I'involution adjointe sur EndpiV) 
associee a h, de sorte que G'^ = {g E GLp(y)/g = g^^}. En general on notera avec des 
tildes les objets relatifs au groupe lineaire G = GLpiV), sans tilde ceux relatifs a G, et avec 
un exposant + ceux relatifs a (dont les p-sous-groupes sont contenus dans G). 

Soit M un sous-groupe de Levi de G et cr une representation supercuspidale irreductible de 
M ; on note T^l'^'^l (G) la sous-categorie pleine des representations lisses complexes de G dont 
chaque sous-quotient irreductible est sous-quotient d'une representation induite parabolique 
d'une representation de M tordue de a par un caractere non ramifie. 

Soit J un sous-groupe compact ouvert de G et A une representation lisse irreductible de J 

d'espace E, on note 'H(G, A) I'algcbrc de Hecke de A dans G. C'est I'algcbrc de convolution 
(relativement a la mesure de Haar sur G donnant a J le volume 1) des fonctions lisses a 
support compact / : G — > Endc(-E) verifiant : 

^x,y eJ,Wge GJixgy) = X{x)f{g)X{y). 

On note Mod-'H(G, A) la categorie des modules a droite unitaux sur cette algebre. 

L'objet de base de cet article est une strate gauche semi-simple [A,n, 0,/3] de Endi7'(\^) 
[21, Definition 2.5] dont on note V = -L ■ ■ ■ -L la. decomposition orthogonale de V 
associee. Rappelons I'essentiel : 

• P est un element de EndpiV) verifiant /3 = —P et somme de ses restrictions Pi a V^, 
elements de Endp{V^) tels que F[Pi] = Ei soit un corps pour 1 < i < I. De plus 
E = F[I3] est la somme E = Ei (B ■ ■ ■ (B Ei ct Ic centralisateur B dc (3 dans Endp{V) 
est la somme des commutants Bi de Pi dans Endi?(V*), 1 <i < I. On note Gp = B^ , 
G+^BT) G+ et Gp^BT) G. 

• A est une suite autodualc dc OF-rcscaux dc V verifiant pour tout r G Z : A(r) = 
©^=iA(r) n V\ et la suite de reseaux A* de V* definie par A*(r) = A(r) fl V'' est une 
suite autoduale de o^.-reseaux, 1 < i < I. On note Oo(A) le fixateur de la suite A 
dans Endp{V), muni d'une filtration par les an(A), n > 1 entier, formes des elements 
decalant la suite de n ; de meme pour bo (A) = ao(A)n-B et b„(A) = o„(A)n-B. On note 
cnfin : P(A) = ao(A)^ P+(A) = P(A)nG+, P(A) = P(A)nG, P+(Ao^) = P+(A)nP, 
P(A„^) = P(A) n P, Pi(Ao^) = P{AoJ n (1 + bi(A)) et P°(A„^) I'image inverse dans 
P(Ao^) de la composante neutre du quotient P(Ao^)/Pi(Ao^) [21, §2.1]. 
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Les groupes H^{/3, A), J-^^S, A), J{/3, A) designent les sous-groupes de G relatifs a une strate 
semi-simple definis dans [20, §3] (aprcs [5] et [7]). Pour une strate semi-simple gauche on note 
H^{(3,A), J^(/3, A), J(/3, A) leurs intersections avec G, et on note J+(/3,A) = J{f3,A) nG^. 
On pose enfin J%/3,A) = P°(Ao^) J^(/3, A) - rappelons que J(/3, A) = P{A,JJ\^,A). On 
raccourcira en general H^{/3,A) etc. en H^{A) etc., puisquc la plupart du temps, dans les 
strates gauches semi-simples [A, n, 0, /3] que Ton considerera, I'element /3 sera fixe. De meme 
on utiliscra dc facon abusive la notation Oe, comme dans Oe-rcscaux ou P"'"(Ao^) [21, §2], 
en omcttant les indices ou exposants auxquels le E pourrait pretendre, de fagon a eviter 
d'ecrire "o^^(o)-rcseaux" ou "P"'"(Ao^yj)". 

Dans toute la suite on designe par [A,n,0,/3], [A', n', 0, [A"\n"\0, /3], [A*^n^,0,/3] 
des strates gauches semi-simples ayant en commun I'element (3, done aussi la decomposition 
deV enV ^V^ - ±V^,et telles que 

• bo(A-) C bo(A) ; bo(A) = bo(A') ; bo(A) C bo(A^) ; 

• bo(A^) est un o^j-ordre autodual maximal. 

On fixe un caractere semi-simple gauche 6 de H^{A) [20, §3.6] et on note 6', 6"^, O'^ les 
caracteres de H^{A'), if ^(A™) et H^[A^) qui lui correspondent par transfert [21, Proposition 
3.2]. On note 77 (resp. 77', 77"*, 77^) I'unique representation irreductible de J^(A) (resp. J^(A'), 
J^(A"*), Ji(A^)) contenant 9 (resp. 9', 9"", 9^). 

Si [A*, rz*, 0, /9], oil T*r designe n'importe quel symbole, est une autre telle strate, on utilisera 
de la meme fagon les notations 9*, rf etc., ou bien aussi ^(A*), 77(A*) etc. 

1 Quelques proprietes des /3-extensions 

Pour la commodite de la redaction on rappelle avant de commencer un fait bien connu et 
elementaire mais tres utile. Soit H et H' des sous-groupes ouverts compacts d'un groupe 
l.c.t.d. et p et p' des representations de dimension finie de H et H' respectivement. Alors 

Hom^nif'(AP') 7^ {0} =^ Hom;^(Indf p, Ind^,p') ^ {0}. (1.1) 

1.1 Faits essentiels 

Rappelons les resultats suivants de [21], qui jouent un role crucial dans la suite. 

Proposition 1.2 ([21] Proposition 3.7). // existe une unique representation irreductible 
r7(A™,A) de J\A"',A) = Pi(A^)Ji(A) verifiant : 

(i) 77(A-,A)|^i(A)=77; 

(ii) Pour toute suite de OE-reseaux A" verifiant bo(A") = bo(A™) et ao(A") C Oo(A) on a 

lnd^'^^"K" ~ Ind''^^'^"^ TjfA"* A) 
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Demonstration. II ne s'agit que d'etendre les notations de [21, Proposition 3.7], qui suppose 
ao(A"^) C ao(A), an cas general bo(A™) C bo(A). Cette extension est implicite dans [21] 
puisque I'auteur dcfinit ri{A",A) {i]m,M dans les notations de [21]) et remarque que cette 
representation et son groupe de definition Pi(Ag^)J^(A) ne dependent que de bo (A") et non 
de la suite A" elle-meme. II suffit done ici de definir r7(A"^, A) = r]{A",A). On rappelle que 
des suites A" verifiant les conditions de I'enonce existent toujours [21, Lemme 2.8]. ■ 

Proposition 1.3 ([21] Lemma 4.3). II y a une bijection canonique entre I'ensemble 

des prolong ements k'^ de rf^ d J^{A^) et Vensemhle des prolong ements n de rj{A"\A) d 
P+(A^)J^(A). Si ao(A"*) C ao(A) cette bijection associe d I'unique representation k de 
P"^(A^) J^(A) telle que k et induisent des representations (irreductihles) equivalentes de 
P+(A-)pi(A-). 

On notera parfois simplement *B la bijection canonique definie ci-dessus. C'est cette 
bijection qui permet de definir la notion de ^-extension dans [21] : 

Definition 1.4 ([21] Theorem 4.1, Definition 4.5). (i) Cas maximal. Une represen- 
tation de J+(A^) est une ^-extension de rj^ si est un prolongement de 
r]{A^,A^), pour une suite autoduale A"* de OE-reseaux telle que bo(A"^) soit un Oe- 

ordre autodual minimal contenu dans ao(A^). La condition est alors verifiee pour toute 
telle suite A™. // existe des ^-extensions et deux d'entre elles different d'un caractere 
de P+(A^)/Pi(A^) trivial sur les sous-groupes unipotents. 

(ii) Cas general. Soit une ^-extension de rj^^ a J^{A^^). La /3-extension de 77 a J~^{A) 
relative a A^"^ et compatible a /t^ est la representation k de J^{A) telle que ^\\m[k) 
soit la restriction de a P^{Aoj^)J^{A^). 

On dira que n est une (3 -extension de rj a ^^(A) si elle en est une relativement a une 
suite A^ convenable. 

Les faits suivants sont des consequences immediates, voire tautologiques, de [21, §4]. 

Lemme 1.5. (i) Si k correspond a k' par la bijection canonique ^aa', alors k est une (3- 
extension de rj relative a A'^ ( compatible a ) si et seulement si k' est une ^ -extension 
de Vj relative a A^ (compatible a ). 

(ii) La bijection canonique ©a^'A; entre prolongements de rf^ a J+(A"^) et prolong ements 
de ?7(A'", A) a P"'"(A^) J^(A), est compatible a la torsion par les caracteres du groupe 

p^{az)Ip\Ke)- 

Demonstration. Le premier fait provient de ce que la composee de deux bijections cano- 
niques est une bijection canonique (voir aussi la demonstration de [21, Lemma 4.3]). Le 
second est elementaire. ■ 

1.2 Une propriete caracteristique de la bijection canonique 

On demontre dans ce paragraphe la propriete suivante : 
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Proposition 1.6. Supposons que ao(A"^) C Oo(A). SoUk^ un prolong ement de rf^ d J+(A"^) 
et hi un prolongement de r]{A'^,A) d P+(A^)J^(A). Alors 

K ^ Q5AmA(K™) <S=^ Homj+(A-)nP+(A- )ji(A)(«"','^) 7^ {0} 

Demonstration. EUe s'appuie sur deux lemmes qu'on etablit d'abord. 
Lemme 1.7. II existe un vecteur v de I'espace de tel que 



/ 

Jh 



'i/i(A)nJ+(A'") 

Demonstration. Comme -ff^(A) C Pi (A) C Pi (A"*), Fintegrale calculee est en fait 

X{v) = / 9{x-^) ri"\x) vdx. 

L'application v i-> X{v) est un projecteur de I'espace de rj^ sur son sous-espace isotypique 
de type 9 sous H^{A) fl J^{A"^). II s'agit done dc montrcr que celui-ci est non nul, et comme 
I'induite de 9'^ a (A"*) est multiple de ry"* il suffit d'etablir 



Homj^i(A)nji(A™)(^,Ind^;(^J)^™) ^ {0}. 

i(A'")'- 



On developpe la restriction de Ind^i.^Js^"* a H {A) fl J {A"^) selon la formule de Mackey ; 



le premier terme est Ind^i^^jJ^^/^^Jj*^"^, or par reciprocite de Probenius on a bien 

Homjji(A)nji(A-)(6',Ind2l[^jf;|j\^('\'l^j6'™^ ~ }iomm{A)nm{Am){9,9"^) 7^ {0} 
puisque 9"^ est le transfert de 9 [21, Proposition 3.2]. ■ 

Lemme 1.8. La multiplicite de r] dans Iiidp+|^^yi|^^ ^ k est 1. 

Demonstration. De nouveau on a J^{A) C Pi (A) C Pi (A™), il suffit done de considerer la 

-Pi f A"^) 

restriction de la representation induite a Pi (A™), soit $ = Indp^^^™ y^^^-j i^\Pi{a^^)j'^(A), qui 
est irreductible [21, Proposition 3.7]. On a 

Homji(A)(7?,$) ~ Homp,(A-)(Indp^^^Jyi(^)Ind_^i(^)^ 7?, $) 

Pi(A'" )J-'"(A) Pi (A'" ) 

Remarquons que Indjij.^^^ r] ~ 7;(A'", A) (g) Indpi^^°^^l ~ ®;^g2m^ ?7(A'", A) x, 011 Z 

Pi(A™- ) 

designe I'ensemble des classes d'isomorphisme de facteurs irreductibles de Indpi^^°^^l et 
la multiplicite dc % G Z dans ccttc induite. 

Pour X G I{x) = ■'■^dp|(Aj?»'')j"i(A)^(-^'"' ® ^ irreductible car I'cntrclaccmcnt 
dans Pi(A'") de r7(A™,A) (g) x est contenu dans celui de r] : J^(A)G'£; J^(A) n Pi (A") = 
Pi(A™ )J^(A). Ainsi I{x) et $ sont entrelacees si et seulement si elles sont isomorphes, si et 
seulement si % = 1 par definition de ri{A"^, A). Par ailleurs mi vaut 1 par Probenius. ■ 
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Montrons maintenant la proposition. Par definition, les representations k, et se corres- 
pondent par la bijcction canonique si et seulement si il existe un isomorphisme £ entre les 
representations induites : 

T £ . ,^'+(Ar^)ft(A'") m 

La condition Horn j+(A'")nP+(Aj,'^)ji(A) ('t™, i^) 7^ {0} est suffisante par 1.1 (les induites sont 
irreductibles) . Pour montrer qu'elle est necessaire nous avons besoin des lemmes ci-dessus. 
On compose £ avec I'injcction canonique k dans son induitc a droite, avec la projection 
canonique V dc I'induite de sur /t™ a gauche : on obtient un entrelacement V o£ o J de 
K dans dont on va montrer qu'il est non nul. 

D'apres le Icmme 1.8, I'image de n par J est la composante isotypique de type 6 de 
I'induite de qui s'envoie injectivement par £ sur la composante isotypique de type 6 de 
I'induite de k™. II sufiit alors de montrer que V n'est pas identiquement nuUe sur cette 
composante. 

L'espace de I'induite dc k'" pent se voir comme I'espace des fonctions / de P"'"(A™ )Pi(A™') 
dans I'espace de /t™ verifiant f{gx) = K"^{g)f{x) pour g G J+(A™) et on a V{f) = /(I). 
L'appUcation f ^ definie par f^{y) = 9{x~^)f{yx)dx est un projecteur sur la 

composante de type 9 sous if^(A). Prenons / dans I'image canonique de k."^, c'est-a-dire de 
support J+(A"^). On a 

nf) = f{l) = I 0{x-')f{x)dx = / e{x-')K"^ix)mdx. 

Jffi(A) J//i(A)nJ+(A'") 

L'existence de /(I) tel que cette integrale soit non nuUe est donnee par le lemme 1.7. ■ 

Corollaire 1.9. Si Oo(A'") C ao(A), alors 7;(A'",A) est Vunique prolongement de r] a 
Pi(A™)Ji(A) verifiant 

Hom j^(A^)nPi(A- )ji(A)(77"',77(A'", A)) ^ {0}. 

1.3 Decompositions subordonnees et restriction de Jacquet 

Rappelons les definitions de [21, §5]. Soit V = ®^j^_kW^'^^ une decomposition de V autoduale 
- c'est-a-dire que I'orthogonal dans V de W^^\ pour —k<j< k, est ®s^-j W^^'' - telle 
que, pour tout j, —k < j < k : 

• VF^-'^ n y est un £^j-sous-espace de pour tout i, 1 < i < I. 

Unc telle decomposition est subordonnee a la stratc [A, n, 0, ,6] si on a pour tout cntier r : 

on notcra A'^-'^ la suite dc rcscaux dc W^^'' dcfinic par 
A(r) n W^^\ EUe est proprement subordonnee a [A, n, 0, f3] si de plus, pour tout i, I < i < I, 
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chaque saut de la suite de reseaux A*(r) intervient dans un et un seul des sous-espaces 
lyO) n V' (voir [5, §7] et [21, §5]). 

Fixons une decomposition autoduale V = (Bj^_fW^^^ de V proprement subordonnee a 
[A'",n, 0,/3] ; elle est alors subordonnee a [A,n, 0,/3]. Soit M le sous-groupe de Levi de 
fixant la decomposition V = (Bj^_i,W^^^ et P un sous-groupe parabolique de de facteur 
de Levi M et radical unipotent U ; on note P~ et U~ les opposes de P et U par rapport 
a M. II est montre dans [21, §5.3] que sous I'hypothese de subordination, les sous-groupes 
if^(A) et J^(A) ont une decomposition d'lwahori par rapport a (P, M) et Ton pent definir : 

• un prolongement 9p de 9 k -ffp(A) = i7^(A)(J^(A) fl U), trivial sur J^(A) n U ; 

• I'unique representation irreductible rjp de Jp{A.) = if^(A)(J^(A) HP) contenant 9p ; 
sa restriction a Hp{A) est multiple de ^p. Elle verifie en outre : 

rjP est la representation de Jp(A) dans les J^(A) fl [/-invariants de r] obtenue par 
restriction de rj k Jp(A) et 77 ~ Ind^^i*"^^-!! rjp. 

Dans les notations de [21, §5.3] onai/^(A)nM = iy^(A(°)) x n5=i ^^(A^-'')) ; le caractere 
semi-simple 9 est trivial sur H^{A) (lU et H^{A) n U~ et a pour restriction a H^{A) fl M 
un produit 9^'^^ ® <S>'j=ii^^^^)^ 6st un caractere semi-simple gauche et les 9^^\ pour 

j 7^ 0, sont des caracteres semi-simples. De meme ?7P|ji(A)nM 6st une representation de 
J\A) n M = Ji(A(o)) X U''j=iJ\^^^^) de la forme r)^^^ ^ (8)J=i?7^^'\ ou 77^ est I'unique 
representation irreductible de J^(A*^°)) contenant 9^^^ et fj'^^\ pour j ^ 0, est I'unique 
representation irreductible de J^(A*^-'^) contenant (9^^^)'^. 

Sous I'hypothese de subordination propre, ici valide pour A'", on a de tels resultats 
jusqu'au niveau dc J"*" [21, §5.3] : Ic groupc J~^{A"^) a aussi unc decomposition d'lwahori 
et tout prolongement de r/™" a J+(A™') est induit de la representation Kp de Jp(A™') = 
i?^(A"^)(J+(A"^)nP) obtenue en prenant les J^(A"^) fl [/-invariants de k"^ ; la representation 

prolonge 77^. Noter qu'alors J+(A"*) n C/ = J^(A"^) n C/. 

En I'absence dc subordination propre, on pcut neanmoins utiliser les techniques de J^dU- 
invariants pour etudier des prolongements de a un sous-groupe convenable de J~^{A). Gar- 
dons les notations Jp(A) = H^{A){J~^{A)r\P), Kp prolongement de ?7p a Jp(A), dans ce con- 
textc elargi ; on verifie facilement (critere de Mackey) que lnd^+|^|/tp n'cst pas irreductible 

si ^'''(A) n'est pas egal a J^(A) Jp(A). Mais ce sous-groupe lui-meme est digne d'interet. II 
a une decomposition d'lwahori relative a (M, P) et : 

Lemme 1.10. Pour tout prolongement k de rj d 

J\A)J+{A) = {J\A) n c/-)(J+(A) n M)(J+(A) n u) 

le sous-espace des invariants par J^{A) fl U definit une representation Kp de Jp{A) = 
(P+(Apjj) n P) Jp(A) prolongeant rjp et telle que 

K ~ Ind"''^^^"'^^^^K:p 
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Demonstration. II suffit de verifier I'egalite suivante : 

J+(A) n P = (P+(Ac^) n P) iJ\A) n P). (i.ii) 

Comme J^(A) a une decomposition d'lwahori par rapport a {M,P), tout element de </^(A) 
peut s'ecrire j = xjZ^jp avee x e P+(Ao^), jp e J^(A) n P et j_ e J^(A) n C/~. Alors j 
appartient a P si et seulement si xjZ^ appartient a P. Ecrivons dans ce cas x — umj^ avee 
u E U, m E M. Par unicite de la decomposition d'lwahori on voit que, puisque x commute 
a P[/9]^ qui est contcnu dans M, alors j_ commute aussi a F[p]^ . Ainsi j_ appartient a 
Pi(Ao^) n U~ et xjZ^ appartient a P''"(A(,^) fl P, c.q.f.d. 

Ce point acquis, la demonstration reprend sans difficulte celle de [21, §5.3] ou de [5, §7.2]. 
Noter que dans cette situation d'une decomposition subordonnee a [A, n, 0, (5] sans lui etre 
proprement subordonnee, on n'a aucune raison d'avoir egalite entre J"^(A) OU et J^(A) fl U. 



CoroUaire 1.12. Plagons-nous dans les hypotheses suivantes : 

fA"^.n.n./?l: 

(1.13) 



V — (Bj^^fW^^^ est proprement subordonnee a [A'", n, 0, /?]; 



P+(A™) = (P+(A,,)nP)Pi(A,J. 

Alors le sous-groupe J^mj^ = P+(A™)J^(A) coincide avee (J+(A) HP) J"^(A) et possede 
une decomposition d'lwahori par rapport a {P,M). 

Pour tout prolongement k derj a P"'"(A™ ) J^(A) le sous-espace des invariants par J^(A) fl 
U definit une representation Kp de Jp(A) = (P"'"(Ao^) flP) Jp(A) prolong eant rjp et telle que 

Bien entendu on s'interessera particulierement aux prolongements de rj prolongeant de 
plus 77(A'", A). Or les techniques de fl [/-invariants pcrmcttcnt, dans nos hypotheses, de 
preciser la structure de cette representation (comme dans [21], demonstration de la Propo- 
sition 6.3). Rappelons la decomposition ^7p|ji(A)nM — V^'^'' ® (S)j=i ^ notons : 

- r7(A™*-°-', A^°^) le prolongement de rj^'^^ a J^(A"'*-°\ A*^°)) donne par la proposition 1.2 ; 

- rj{A"^^^\ A^^'') le prolongement dc rj'^^'' a J-"^ ( A™ A '^■'^) donne par [21, Proposition 3.12]. 

Proposition 1.14. Sous les hypotheses (1.13), soit rip{A^"', A) la representation du groupe 
Jp{A"^,A) = (Pi(A™ ) n P)Jp(A) obtenue par restriction de r]{A"^,A) au sous-espace de ses 

.J^ (A) nU -invariants. On a rj(A"\ A) c::i Ind'iA^'^J. riplA^, A). De plus rjplA^, A) est definie 
par : 

rip{A"^,A) = r]p sur .Jp{A), 
r;p(A™,A) = l surP\ATJnU, 

k 

77p(A"*, A) = 77(A'"(°), A(°)) (g) (g) ^(A"^(^'\ A^^^) 

j=i 

k 

sur 4(A™,A) nM = J^(A™(°\a(°)) x\[j\A"^^^\A^^^). 
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Demonstration. La premiere assertion decoule du coroUaire 1.12. Les definitions donnees 
determinent bien une representation de Jp(A"*, A) : elles rccouvrent tout le groupe, elles 
sont compatibles et on verifie aisement, grace au fait que 9 est normalise par P"'"(Aog) qui 
contient Pi(A™ ), que est un homomorphisme. 

D'autre part J\A"',A) = J^(A)4(A'", A) (une seule double classe) car P^^^) = 
[(P+(ApJ n P) Pi(A„J] n PHA™ ) = (P^A- ) n P) Pi(AoJ. Ainsi I'induite $ de a 
J^(A"*, A) est irreductible et prolonge rj puisque 

Resji(A)$ = Resji(A)Ind_^i^(^^;^^)0 = Ind^i^^T^p = rj. 

Reste a voir que $ est bicn Ic prolongcmcnt dc rj dcfini a la proposition 1.2. Soit done A" 
une suite de o^-reseaux telle que bo(A") = bo(A"') et ao(A") C ao(A) ; il nous faut montrer 
que Indjl|^„|r7" ~ Indp||^J ^i^^^ Ces deux induites sont irreductibles (voir preuve du 
lemme 1.8) et par (1.1) il suffit de prouver 

Homji(A»)nji(A^^A)(^p,0) ^ {0}. 

Les groupes Jp{A") et Jp(A™,A) ont une decomposition d'lwahori par rapport a {P,M) et 
les deux representations considerees sont triviales sur les intersections avec U et U~ . Enfin, 
les restrictions a Jp(A") fl M et Jp(A™, A) H M sont evidemment entrelacees par definition 
de 7?(A™(°), A(°)) et 7j{A^^^\ A^^'>) et via le CoroUaire 1.9, c.q.f.d. ■ 

Terminons par une variante de la Proposition 1.6: 

Proposition 1.15. Plagons-nous dans les hypotheses (1.13) et supposons ao(A™) contenu 
dans Oo(A). Soit un prolongement de rf^ d J^{K^) et k un prolongement de r){A"^,A) d 
P+(A™)Ji(A). Alors 

<^ Hom j+_ (A^)nj+(A) («P- , «p) 7^ {0} 



Demonstration. Les implications sont elementaircs via la proposition 1.6 , en combinant 
reciprocite de Frobenius et decomposition de Mackey (dont le premier terme suffit). 

Reprenons maintenant la demonstration de 1.6 en posant P' = P ou P~ et avec les 
memes notations. On veut montrer que la composee suivante est non nuUe : 

Kp '—r K lncip_|_^^m )J^(A) ^ J+(A'") ^ ^ ^F" 

Les ingredients sont les memes : 

P+(A'" )Pi(A'") 

- La multiplicite de rip dans Indp+^^^^^i^^^ k est 1 par reciprocite de Frobenius puisque 
celle de ?7 ~ Ind'^/^^''^ r^p est 1 (lemme 1.8). L'image S o j o jp est done la composante 

P+(A'" )Pi(A'") 

isotypique de type 6'p de Ind_^+^^^^ k™. 
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- II existe un vecteur v de I'espace de Kp, tel que 

/ ep{x-^) k'^,{x) vdx j^O. 

/Hi,(A)nJ+(A-) 

En effet, il suffit (par Frobenius ct Mackcy comme pour le lemmc 1.7) dc montrer que 
Rom ^(^j^m^{9p, 9p,) 7^ {0}. L'intcrscction des groupes Hp{A) ct i/p,(A™) se calcule 

terme a terme sur leur decomposition d'lwahori. Or les caracteres sont triviaux sur les 
intersections avec U et U~ et sont tranferts Fun de I'autre sur I'intersection avec M. ■ 



1.4 Bijections canoniques et restriction de Jacquet 

Soit V = ®j^_i^W^^^ une decomposition autoduale proprement subordonnee a [A, n, 0, (3] ; 
elle est aussi proprement subordonnee a [A', n', 0, /?]. Soit M le sous-groupe de Levi de 
fixant la decomposition V = (Bj=_kW^^^ et P un sous-groupe parabolique de de facteur 
de Levi M et radical unipotent U ; on note P~ et U~ les opposes de P et U par rapport a 
M. 

Lemme 1.16. L'application Yp : k ^ '*P|j+(A)nM est une bijection de Vensemhle des pro- 
longements de rj d J~^{A.) sur Vensemhle des prolongements de VP\jj,{A)nM ^ Jpi-^) ^ ^■ 

Demonstration. Decoule de J+(A) nU ^ J\A)nU et J+(A) = ( J+(A) n M)J}>(A). ■ 

La bijection canonique 03 de [21, Lemma 4.3] (Proposition 1.3 ci-dessus) est compatible 
a la bijection rp : 

Proposition 1.17. Le diagramme suivant est commutatif : 

{Prolongements de 7] d J~^{A)} — ^ {Prolongements de ^?p|ji(A)nM ^ 

J+(A) nM} 

{Prolongements de rj' d J~^{A')} — ^ {Prolongements de v'p\ji(A')nM ^ '^'^i-^') ^ ^} 

De plus, les bijections 03 et rp ci-dessus sont compatibles d la torsion par les caracteres 
de P+{K,)/P\K,) = PHKJ/P\A'J. 

La bijection canonique 03 du cote droit est bien sur definie comme le produit de 03*^°^ — 
03^(0) A'{o) et des bijections canoniques *B^^^ entre prolongements de fj^^^ et de rj'^^^ [21, §4.3]. 
En effet le caractere semi-s imple e' est un produit ® (8)i=i(^'^^'^)^ comme ci-dessus, oii 
est le transfert de et chaque 9''^^\ pour j > 0, le transfert de 

Demonstration. Grace a la technique de [21, §4], basee sur [21, Lcmme 2.10], il suffit de 
demontrer ccttc assertion si Oo(A) C ao(A'), ce que nous supposons desormais. 

Les applications considerees sont des bijections, il suffit done de montrer que si K,p\j+(A)nM 
et i^'p\j+f\/\f-^j^ se correspondent par la bijection canonique, alors k' et k aussi. L'liypotliese 
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se traduit en Horn j+(A)nj+(A')nM('«p, '^p) 7^ {0} (Proposition 1.6). Or Jp(A) et Jp(A') 
ont tons deux une decomposition d'lwahori ct K,'p et Kp sont toutes deux triviales sur les 
intersections avec U et U~ (comme rj'p et rjp). Ainsi Horn j+(^-)p|j+(^,)(«;p, Kp) ^ {0}, d'oii 

Homp+(A„^)P,(A)(Ind^^^|^;-^''^^^^«P, Ind^l^^^,^^''^^^^^^) ^ {0} par (1.1), et le resultat. ■ 

Pour etudier le cas oil la subordination n'est pas propre, nous nous plagons desormais 
sous les hypotheses (1.13) qui permettent de definir np pour tout prolongement de 77 a 
P"'"(A^) J^(A), et d'enoncer des variantes du lemme et de la proposition ci-dessus. 

Lemme 1.18. Sous les hypotheses (1.13), I 'application Vp : k 1— )■ i^p\j+(\)nM '"^^ 
jection de I'ensemble des prolongements de r][A"^,A) a P"'"(A[^) J-^(A) sur I'ensemhle des 
prolong ements a Jp{A.) n M de la representation 



77P|M(A-,A)=r?p(A™,A)|,,(^„ 



,A)nM- 



Demonstration. Certainement k ^ Kp est une bijection de I'ensemble des prolongements 
de 77 a P"'"(A^) J^(A) sur I'ensemble des prolongements de rjp a Jp(A) (CoroUaire 1.12). 
C'est pour conserver une bijection en restreignant a Jp(A) fl M qu'il faut travailler sur les 
prolongements de 77(A"*, A). Notons d'abord les proprietes indispensables : 

J+(A) n M = J+(A) n M = (P+(Ao^) n M) {j\A) n M) 

J+(A) = {H\A) n U-) ( J+(A) n M) (P+(A„ J n u) {J\A) n u) 
p+(A„J n [/ = P+(A- ) n [/ = P^(A™ ) nu ^ ' ^ 

p+(A„JnM = p+(A^JnM 

qui decoulent de I'hypothese, du paragraphe precedent et du fait que la decomposition 
est proprement subordonnee a A"*. L'injectivite s'en deduit car ?7p(A™,A) est triviale sur 
H^{A) n U~ (comme r)p), sur J^(A) n U (comme r)p) et sur P^(A^) n U (Proposition 1.14). 

Pour la surjectivite, on remarque que Jp(A) = (Jp(A) fl M) Jp(A™, A). II faut verifier 

que si ^ est un prolongement de ?7p|m(A'", A) a Jp(A) fl M, alors (f>{xy) = ^{x)rjp{A™- , A){y), 
X G Jp{A) flM, y G Jp(A™, A), definit une representation de Jp(A). Cela revient a montrer 
que ?7p(A™, A)(|/)^(a;) = ^{x)rip{A'^, A){x^^yx) {x G P"''(A™) (1 M, y comme ci-dessus). 
C'est immediat, grace a la trivialite de r]p{A"'-, A){y) pour y G P^(A^^) n U (Proposition 
1.14). ■ 

Proposition 1.20. Sous les hypotheses (1.13), le diagramme suivant est commutatif : 

{Prolongements de 77"* a J+(A"')} ^ {Prolong, de Vp\ji(Am)nM « ^^(A"") n M} 

{Prolong. der]{A'^,A) d P+{A'^^)J\A)} ^ {Prolong. der]p\M{A'^A) a J+(A) nM} 

Demonstration. La demonstration est celle de 1.17, on utilise les decompositions d'lwahori 
(1.19) et le fait que les representations K"p et np sont triviales sur les intersections avec U et 
U~ , comme r/p et r7p(A'",A) (proposition 1.14). ■ 
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2 Une representation de Weil 
2.1 Des sous-groupes remarquables 

Soit [A, n, 0, /3] une strate gauche semi-simple et V — J- • • • J- V'' la, decomposition de 
V associee. Soit V — Zi ± ■ ■ • ± Zt une decomposition moins fine de V : chaque Zj, 

1 < j <t, est somme dc certains V^. La strate [A, n, 0, (3] est alors somme directe de strates 
semi-simples [Sj = A fl Zj, rij, 0, f3j = P\Zj\ dans chaque Endi?(Zj). On souhaite examiner en 
detail la structure de ?7, I'unique representation irreductible de J^(A) contenant le caractere 
semi-simple gauche 6 de if^(A), et de ses prolongements k a J+(A), en la comparant a celle 
des objets analogues definis dans le groupe 

l<i<i 

a partir des strates [S'j, n^, 0, /3j] ct des caracteres semi-simples gauches correspondant a 9. 
Rcmarquons que le commutant de [5 dans verifie 

l<i<l 

Considerons le groupe Ji^ti^) — J^{^) ^ G^^.. La decomposition V — Zi ± • • • ± Zt est 
subordonnee a la strate [A, n, 0, ^] et les resultats de [21, §5.1, §5.2] s'appliquent : 

H\A)nGi,,= l[H\S,), V(A)nG+, = ®i<.<t ^('5,), 
i<j<t 

oil les 0{Sj) sont des caracteres semi-simples gauches attaches aux strates [Sj,nj,0, (3j] et 
transferts de 9 au sens de loc. cit., Proposition 5.5, et 

4t(A) = n ■^'('^^•)- 

i<j<t 

Soit J^^^ (A) I'orthogonal dc iJ^(A) Jj^^(A) pour la forme bilineaire alternee non degeneree 
usuelle {x,y) i — )■ < x,y >= 9{[x,y]) sur J^{A)/H^{A). La restriction de cettc forme aux 
sous-espaces orthogonaux H^{A)Jl^^{A)/H^{A) et J^t (A)/i?^(A) reste non dcgcncrcc et 
Ton definit comme d'habitude la representation irreductible rji^^ de Jint(A) (resp. r|^^^ de 
Jgxt (A)) comme I'unique representation irreductible (a isomorphisme pres) dont la restriction 
a H^{A) n Gj^^ (resp. H^{A)) contient 9 (et en est multiple). On reconnait en outre via 
loc. cit. que rj^^^ est isomorphe a <^i<j<t vi^j)- 

^ Comme J,i„,(A) J^^, (A) = J\A) et {H\A)JUA)) n J^ti^) = H\A), on obtient une 
realisation de la representation rj en posant pour g e ^^(A) : 

Vig) = ?7ext (ffext) <H) ?7int(fint) Si ^ = ^ext 9int aveC ^ext £ ^ext 9int £ JLtW- (2-21) 

Definissons dans G = GL{V) et Gmt = Hk^x* GLir(Zj) les sous-groupes analogues 
Jj^^.(A) = J^(A) nGint et son orthogonal J^^^ (A) pour la forme 9{[x,y]), on 9 est un caractere 
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semi-simple gauche de -f^^(A) de restriction 9 a H^{A). Soit Q un sous-groupe parabolique de 
G de facteur de Levi Gint, N son radical unipotent et le radical unipotent du parabolique 
oppose par rapport a Gint- D'apres [21, Proposition 5.2, Lemma 5.6(iii)] on a : 

JL (A) = {J\A) n N-){J\A) n N)H\A). 
Lemme 2.22. (i) On a Jl^{A) — Jl^{A) n G, independant de 9. 
(ii) On a pour tout g G G^ : 

j\A)ngj\A)g-' = {J^A) r^ gJU^)g-'njUA) n gJlMg'')- 

Demonstration, (i) De Jl^^{A) = Ji^^(A) (IG on dcduit par orthogonalitc : H^^^{A) C 
J^^, (A) n G C Ji^^ (A). L'egalite decoule alors de J\A) nG = (Jt^ti^) n G){J^^^{A) n G) 
dont la demonstration est un cas particulier de celle de (ii) ci-dessous. 

(ii) La difficulte technique est que G^^ n'est pas un sous-groupe de Levi de G^. II faut 
remonter dans G — GL(V) et utiliser la decomposition d'lwahori de J^(A) relativement a 
Q pour calculer I'intersection J^(A) fl gJ^{A)g^^ terme a terme. Comme g appartient a G% 
contenu dans G^^, on obtient ainsi l'egalite analogue dans G. Pour revenir a G+ on prend 
les points fixes de I'involution adjointe : on applique I'argument de Stevens [19, Theorem 
2.3], en posant H = Jint(A) H g J^^^^A) g~^ , U = J^^^ (A) HgJ^^^ {A)g~^, et en remarquant que 
Jgxt (A) et Jint(A) se normalisent mutuellement puisque [J^(A), J^(A)] C H^{A). ■ 

Proposition 2.23. (i) Les representations rj^^ et rj^^^ sont entrelacees par G'^. 

(ii) Soit g G G^ et soit E^^,.f {g). resp. E^^^{g), un operateur d'entrelacement de rj^^^, resp. 
Vinu 9- ^iors E{g) = E^^{g) ® E^^J^g) est un operateur d'entrelacement de rj en g. 
Tout operateur d'entrelacement de rj en g est de cette forme. 

(iii) Les espaces d'entrelacement de rj^^ et de rj^^^ en g & G~^ sont de dimension 1. 

Demonstration. G^ entrelace 6, done rj^^^ et ^^j^^.. Pour le deuxieme point, comme la dimen- 
sion de I'espacc d'entrelacement de rj en g est 1, il suffit de montrer que E^^^ (g) E-^^^{g) 
entrelace effectivement 77. Cela n'est qu'une verification etant donne le lemme ci-dessus. Le 
troisieme point decoule du deuxieme vu la propriete semblable de 77. ■ 

Lc groupe P^{A^^)^ qui est contenu dans Gj^^, normalise J^{A) ct H^{A) et entrelace le 
caractcrc 6 ; il normalise done H^{A)Jl^^^{A) et son orthogonal Jg^t (A) pour la forme <, > 
sur J^(A)/if ^(A). Considerons un prolongement k de rj k ^'''(A) = P+(Ap^)J^(A) et un 
prolongement k-^^^ de t^j^^ a P+{A^^)Jl^^{A) = UiKjKfJ^iSj) '■ il en existe par [21, §4.1]. 
D'apres la proposition 2.23, pour tout g G P+(A(,^), I'operateur d'entrelacement K{g) s'ccrit 
de fagon unique sous la forme K{g) = E^^^ (g) (8> /tint(fi') les operateurs E^^^ {g) ainsi definis 
fournissent une representation de P+(A„^) dans I'espace de r^g^f triviale sur Pi(Ap^) (qui 
est contenu dans if^(A)). Autrement dit : 
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Corollaire 2.24. // existe des representations de P+(A„^)/Pi(Ap^) dans I'espace de r)^^ en- 

trelagant rj^^^ ; elles different entre elles d'un caractere. Tout choix d'une telle representation 
X determine une bijection Intx entre prolong ements de r] a J~^{A.) et prolongements de rjint 
« P'^{KE)'^inti^)> donnee par : 

<g) = x{g) ® intAf(«)(^), ^eP+(A„J. 

Une telle representation X etant fixee, on notera egalement Int^ la bijection reliant de 
la meme faQon prolongements de ?] a TJ^(A) et prolongements de ?7int a TJ4^(A), pour tout 
sous-groupe T de P^{\^) contenant Pi(Aj,^). 

2.2 Mise en place de la restriction de Jacquet 

Donnons-nous a present, pour 1 < j < t, des decompositions des sous-espaces Zj subor- 
donnees aux strates [5^, n^, 0, et autoduales ([21, §5.3]) : 

Zjj — VVj , 

V (r) (s) (0) 

oil I'orthogonal de Wj dans Zj est (Bsjt-rWj . On demande que W;"" soit non nul 
pour au plus un j et I'on somme ces decompositions de fagon disjointe, c'est-a-dire que 
la decomposition de V obtenue, soit V = ©^_^W^'^*'', verifie que pour tout i, —m < i < m, 
il y a un unique j, 1 < j < t, et un unique r, —rrij < r < rrij, tels que VF^'^ = ^i^^ ®^ 
= lyj-^). On obtient une decomposition autoduale de V subordonnee a la strate 
[A, n, 0,(3]. 

Soit M le sous-groupe de Levi de G"*" stabilisant cette decomposition et P un sous-groupe 
parabolique de de factcur de Levi M. On note U le radical unipotent de P et U~ son 
oppose par rapport a M. D'aprcs [21, Corollaire 5.10] les groupes H^{A) et J^{A) ont une 
decomposition d'lwahori par rapport a {M,P). Puisque M est contenu dans G^^^ et que 
les decompositions induites sur les Zj sont subordonnees aux strates [Sj, n^, 0, (3j], le groupe 
i?^(A) Jj^^.(A) a lui aussi une decomposition d'lwahori par rapport a (M, P). 

Rappelons enfin ([5, Proposition 7.2.3], [21, Lemma 5.6]) que Ton a une decomposition 
de I'espace symplectique J^{A)/H^{A) en 

J\A) _ j\A)r\M fj\A)nu_ J\A)nu \ 
IPiA) ~ m{A)nM \m{A)nu- ® m{A))nu) 

dans laquelle les deux derniers sous-espaces sont totalement isotropes, en dualite ; on a une 
decomposition analogue pour (A) J^^^(A) / (A) . On en deduit que J^t (A) a lui aussi 
une decomposition d'lwahori par rapport a (M, P) et que : 

• ^e^xt(A) = {JLi^)nu-) {H\A)nM) {JU^)nu). 

. J\A) n [/- = (J^JA) n c/-)(JiL(A) n c/-), J\A) n c/ = (j^JA) n uMnM n c/), 

• {H\A) n U){Jl^{A) n U) est I'orthogonal de J^^^ (A) n dans J\A) n U, 
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• (^) n U est I'orthogonal de {Jl,^{h) n U-){H\A) n U') dans Ji(A) n C/. 

Examinons a present les J^{A) fl t/-invariants dc rj dans le modele (2.21). Notons Xext 

I'espace de ^mt I'espace de r]^^^ et X = Xcxt ® Xjnt celui de r;. L'espace X^^^^^^^'^'^ 
est de dimension 1 car if^(A)( J^^^^ (A) fl ?7)/if^(A) est totalement isotrope maximal dans 

>4xt (^)/-^^(^) 6'|Hi(A)nc/ = 1. Le choix d'un vecteur non nul x^^^ G -'^e^t* ^^^'^^ nous donne 
un isomorphisme : 



Gxt int int 



''ext ^ 



(2.25) 



L'espace X'^^^^^'^'^ est une representation de 

4(A) = H\A){J\A) n P) = h\a){jU^) n P)(J,i,, (A) n u) 

et I'isomorphisme (2.25) commute a Paction dc Ji^j(A) fl P. D'autre part P^{A^^) fl P 
normalise J^{A)nU , J^^t {A)nU et Jj^^ (A) n t/ done agit sur leurs invariants ; en particulier , 
pour tout choix de representation X comme dans le coroUaire 2.24, P+(Ap^) fl P agit sur 
Xgxt par un caractere (trivial sur Pi(Ap^) fl P). 

Donnons-nous alors un prolongement k de rj a J^(A)Jp(A) et un prolongement Kj^t de 
Vint ^ '^int(-^)'^int,p(-^)- ^e Icmmc 1.10 permet d'en etudier les fl [/-invariants ou J^^. nU- 
invariants, qui fournissent des representations Kp de Jp{A) = (P+(A,,^) nP)Jp(A) et ^int p 
de Jint,p(A) = (P^(Aj,^) nP) Jj„^ p(A). (On prcfcre la notation simplifiee Xint,p a la notation 

exacte Xint,Pi„t ^^^'^ -^int = -PnGint-) Rappelons d'autre part (cf 1.11) que <^nt,p(^)/'^iiit,p(^) 
est canoniquement isomorphe a P"'"(Ap^) nP/Pi(Ap^) flP, ce qui permet de considerer tout 
caractere du second groupe comme un caractere du premier. Avec ces conventions, on a en 
resume : 

Proposition 2.26. Soit X une representation de P+(Aj,^) / Pi(Aj,^) entrelagant rj^^^. No- 
tons xu caractere de P~^{Ag^)nP par lequel ce groupe agit sur les Jl^^ (A) nU -invariants de 
rj^^f . Soit J^t,pi-^) ~ {■P~^{\e^ ^P)Jint,p{^) ^'^'^^ prolongement derj a J^{A)Jp{A). 
Alors 



2.3 Une representation a la Weil 

II est une situation particulicrc dans laqucllc on pcut elucider le caractere xu introduit en 
2.26, en construisant une representation entrelagant r]cxt- Soit done V = W^~^^ (BW^^^ (BW'^'^^ 
une decomposition autoduale de V subordonnee a la strate [A, n, 0,/3] et telle que W^'^^ soit 
somme de certains ; posons Zi — 1^^"-^) © 1^^-'^^ Z2 — W^°\ Soit P le sous-groupe 
parabolique de G+ stabilisant le drapeau {0} C W^''^^ C W^''^^ © gV,U son radical 
unipotent, M le fixateur de la decomposition, P" et U~ les opposes de P et C/ par rapport 
a M. 

Pour simplifier les notations, on raccourcit J^^^{A), H^{A) etc. en J^^t: etc. Le 
caractere 6 de if^, trivial sur n [/ et n U~ , se prolonge en un caractere Ou de 
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if^(Jgxt nC/) trivial sur J^^t f^U . On peut alors realiser la representation 77^^^. de J^^t comme 
Taction par translations a droite dans I'espace de fonctions 



W = {/ : JLt C / fiht) = e^Wfit), h e H\Jl, nu),te 4J, (2.27) 



conserve W. II existe (§2.1) une representation projective g i->- Q{g) de P+(Ap^)/Pi(Ap^) 
dans W entrelagant 77^^^. ct prolongeant cette vraie representation de P~^{A^ ) HP. La donnce 
de Q va nous permettre de construire une vraie representation par I'elcgante mcthode de 
Neuhauser ([16] ; voir aussi [22]). On definit tout d'abord les sous-espaces et W" de 
W formes des fonctions paires {\/v e Jg^t H U~,f{v) = f{v^^ j) pour le premier, impaires 
(Vv e Jgxt n C/~, /(^;) = —f{v~^)) pour le second. On pretend que 

Lemme 2.28. W"*" et W" son^ stables par les operateurs fl{g), g G P+(Ap^)/Pi(Ap^). 

Demonstration. L'element e : e\Zi — Izi,^\Z2 = ~Iz2^ appartient au centre de P^{K^^). Un 
bref calcul matriciel montre que, pour tout u G Jgxt ^ ^ ) {^ue^^)u appartient a Gint done a 
son intersection avec J^^^t H soit : eue~^ G (if^ fl U')vr^. Les sous-espaces et >V~ 
sont done les sous-espaces propres de f2(e) pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement, 
d'oii le resultat (certes il s'agit d'une representation projective, cependant un isomorphisme 
0:{g) ne peut echanger et W dont les dimensions different de 1). ■ 

Soit f2+ la restriction de f2 a W^. D'apres [16, Theorem 4.3], 011 1'on examine les determinants 
des representations projectives et Jl"*", on definit une vraie representation en posant : 



Calculous le caractere w^/ correspondant. Dans le modele ci-dessus, la droite des Jl^^^ fl f/- 
invariants de r]^^^ a pour base la fonction /i de support H^{J^^^ nU) et valeur 1 en 1, fixee 
par les operateurs Q{u), u G P+(Ap^) n P. D'autre part W a pour base I'ensemble des 
fonctions fy,vE J^^ OU'/H^^^ flC/", definies par leur support H^{J^^^ r\U)v et leur valeur 
1 en V. 

Lemme 2.29. Soitu G P+(A„^)nC/, x G Jl^{A)nU etv e Jl^{h)r\U~ . Le commutateur 
[u,x\ appartient a -f^^(A) fl G+^j et le commutateur [u,v\ appartient a H^{h.){Jl^{A) fl U). 

Demonstration. Le commutateur de deux elements de U appartient a G^^^ (verification 
matricielle immediate) done [u,x] appartient a Jgxt(A) r\U H Gf^^^ C i?^(A) fl C/ fl Gf^^. Le 
commutateur [w, v\ appartient a J^^t (^)) suffit de montrer qu'il est orthogonal a Jg^^. (A)nC/. 
On calcule done pour x G Jg^^ (A) fl C/ : 



^([7/^;^^-V^x]) = ^([ii^;7/-\x]['t;-\x]) = e(['t;,'u-^x'u])e(['t;,x-^]) = e(['t;,'u-^x'ux-^]) 




W(^) 



detVt{g) 



detQ+(^)2 



qui vaut 1 puisque [u ^,x] appartient a 



(A). 
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On a done pour u e P''"(A„^) fl U : Q{u)fy — 9jj{[ur^, v])fy. En outre Q{u) envoie fonetion 
paire sur fonetion paire, d'ou : 6u{[u~^,v]) = 9jj{[u^^,v^^) pour v G Jg^t r\U~. II en resulte 
detr2(M) = det fl~^{uY, done W(m) est egal a Q{u) et fixe /i. 

Etudions maintenant les operateurs Q{x) pour x element de P^{A^^) flM, qui normalise 
•4xt ^~ i^gxt ^~ ■ ^ ^{x)fv = fxvx-^-i autrement dit ces operateurs agissent 
par permutation de la base des fy et leur determinant est la signature de la permutation 
correspondante. II en est de meme pour W+, de base les + done det = 1. En 

conclusion : 

Proposition 2.30. Soitwu le caractere c?e P+(A„^) nP, trivial sur P~^{Ag^)nU , qui d x E 
P"^(Ag )nM associe la signature de la permutation v i— )■ xvx~^ de Jl^^{A)r\U~ / H^{A)r\U~ . 
II existe une representation W de P~^{A^^) / Pi{Ag^) dans I'espace de r|^^^, entrelagant fj^^^, 
dont la restriction a P^{Ag^) fl P est donnee, dans le modele (2.27) de rj^^^, par : 

W(^)(/)(x) = wu{g)f{g-'xg) {g e P+(A„J n P, / e W, x e jD- 

En particulier, le caractere Wu est V action de P+(Ap^) fl P sur la droite des nU- 
invariants de rj^^ . 

Remcirque 2.31. On obtient un caractere W(/ a valeurs dans {±1}, done trivial sur tous 
les sous-groupes d'ordre impair, en particulier sur tous les p-sous-groupes. Rappelons aussi 
que J^^^ (A) nc depend pas de 6 (Lemmc 2.22), done wu n'en depend pas non plus. 

Remarque 2.32. Au lieu d'etudier directement la representation de P^{A^^)/ Pi{A^^) 
comme ci-dessus, on aurait pu utiliser I'homomorphisme naturel de ce groupe dans le groupe 
symplectique <S de J^^ fl U~/H^ fl C/" © J^^^ DU /H^ (lU et se ramener a la representation 
de Weil de S telle qu'elle est decrite par Gerardin [9]. Cette approche s'avere plus com- 
pliquee. D'une part il n'est pas clair que Taction naturelle de P"'"(Ag^)/Pi(Ap^) sur le groupe 
d'Hciscnbcrg correspondant nous donne une section conjuguee a la section standard (de S 
dans le groupe des automorphismes du groupe d'Heisenberg). D'autre part la connaissance 
du caractere du stabilisateur de J^^^. DU/ H^^^. fl U dans S par lequel il agit sur un invariant 
de son radical unipotent ne suffit pas a decrire sa restriction a P'^(A„^) fl M. 

2.4 Lien avec les /3-extensions 

Nous allons a present appliquer le corollaire 2.24 pour comparer /3-extensions dans et 
dans Gj^j.. Les deux ingredients necessaires sont la restriction de Jacquet, qui interviendra 
via la proposition 2.26 et qui commute aux bijections canoniques (proposition 1.20), et un 
bon choix de la representation X (proposition 2.30). Nous nous plagons dans des hypotheses 
communes a ces resultats : 

(i) V — W^~^'> © 1^*^°) © l^^-*^) est une decomposition autoduale de V proprement subor- 
donnee a la strate [A, n, 0, /3], done subordonnee a [A^, n'^, 0, /3], et telle que W^'^^ soit 
somme de certains V' ; Zi = W^'^^ © W^^\ Z2 = W^°\ 

La strate [A,n, 0,/3] est done somme directe des strates semi-simples [6*1, ni, 0, et 
[S2, n2, 0, f32\ avec Sj = AClZj, j = 1, 2. II en est de meme pour la strate [A^, n*^, 0, 
somme directe des strates semi-simples [Sf^ ,0, et [S*!^, nf^, 0, /32]- 
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(ii) P est le sous-groupe parabolique de stabilisant le drapeau {0} C 1^^"^^ C W^~^^ © 

c © © W^^\ U est son radical unipotent, M est le fixateur de la 

decomposition, P~ et U~ sont les opposes de P et U par rapport a M. 

(iii) On demande P+(Ao J = (P+(A^) n P) Pi(A^). 

Rappclons que bo(A^^) est un 0£;-ordre autodual maximal. On applique Ics resultats du 
paragraphe precedent a A^ en ajoutant I'exposant M aux notations si necessaire. Alors : 

Proposition 2.33. Soit W*^ la representation de P^(A^) dans I'espace de rjH^ definie dans 
la proposition 2.30 et soit IntwM la bijection correspondante. Alors , prolongement de 
Tj'^ a J~^{A^), est une (3-extension si et seulement si Ini^u^n^^), prolongement de rj^^ a 
J^f{A^), est une ^-extension. 

Demonstration. II sufRt dc montrcr, pour unc suite autodualc A"* de o^-rcscaux telle que 
bo (A™) soit un 0£;-ordre autodual minimal contenu dans bo(A^), que les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) est un prolongement de r]{h.^,A.^) ; 

(ii) Ini^M^K,^) est un prolongement de ?7int(A"', A-^). 

On choisit, comme on le pent, une suite A"* telle que la decomposition V — VF^"^) © VF^^^ © 
VF^^) soit proprement subordonnee a la strate [A"*, n"*, 0, ^] et telle que bo(A"*) C bo(A). 

• L'hypothese (iii) entraine P^{Ke) = (^^(A^)nt/-)(P+(A^)nM)(P+(A^)nt/) done 
Pi(A™)nC/- C P\AfJnU-. Comme P^A^) C pi(A™ ), on a en fait Pi(A^)n[/- = 
Pi(Ao^) n [/- = Pi(A^) n U-, contenu dans J^(A). 

• Rappelons que ?7(A™,A*^) est une representation de P^(A^) J^(A^), possedant une 
decomposition d'lwahori relative a (P, M) et d'intersection avec U~ : J^(A*^) fl U~. 
On pent comme au paragraphe 1.3 definir la representation 7^p(A"^,A^) du groupe 
(pi(A^^) n P) J),(A^) : c'est Faction sur les J^(A^) n [/-invariants de r^(A'", A^). On 
verifie que r;(A"^, A*^) est la representation induite de r;p(A'", A^). 

• Le groupe P"^(Ac,^) J-^(A-'^) contient P+(A^) J-'-(A-'^), de sorte que la condition voulue 
sur k'^ pent se voir comme une condition sur sa restriction a P'^(Ao^) J^(A*^), a laquelle 
le lemme 1.10 s'applique. Ainsi prolonge r;(A"*, A^) si et seulement si Kp prolonge 
r;p(A'",A^). 

• Les memes constructions s'appliquent dans aux objets induits dans les groupes 
d'isometries de Zi et Z2 ; on continue d'utiliser la notation P au lieu d'utiliscr une 
notation specifique pour le parabolique P fl G^^. EUes aboutissent a : Int^M^n^) 
prolonge ?7int(A"*, A^) si et seulement si lnt^M{K^)p prolonge rjinti^'^: ■^^)p- 

• On pent decrire ?7p(A™,A^) de facon analogue a la proposition 1.14 ci-dessus et a 
[21], preuve de la proposition 6.3 : c'est la representation de (P^(A™ ) n P) Jp(A^) 
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prolongeant r)p{A'^) qui est triviale sur P^(A^) n U et egale a r]{A"'^°\ A'^^°^) ® 
^(Am(i)^^M(i)) sur P^(A^) n M. II en est de meme pour 77int(A'", A^)p avec les 
modifications evidentes. 

Les conditions "/tp prolonge r;p(A™, A*^)" et "Int^M {k'^^) p prolonge r7int(A", A^^) p" se lisent 
sur Jj^^p(A^). Par la proposition 2.26, la restriction de Kp a ./itp(A^) est equivalente a 
w^lnt^M{K^)p. Comme est trivial sur le (p-)groupe de definition de 77int(A"*, A-^)p, 
on a le resultat annonce. ■ 



Remarque 2.34. On montre de la meme fagon que prolonge /^(A, A^) si et seulement 
si Intw(«;^) prolonge ?7int(A, A^). 



Nous pouvons enfin rassembler tous les resultats et decrire le lien cntre /3-extensions dans 
et dans Gf^^^ en termes de I'application rp du paragraphe 1.4 et du caractere w// de la 
proposition 2.30 appliquee a la suite A*^. Le caractere wfj de P+{AfJ n P/P^(A^) n P 
s'identifie a un caractere de P+(Ao^) = (P+(A*^) n P) Pi(A^), trivial sur P\AoJ. On 
rappelle que P+(A„J = {P\A,^) D C/-)(P+(A„,) n M)(pi(A„J n U). 

Theoreme 2.35. Soit k{A) un prolongement de 1]{A) d ^^'''(A) et k{Si)®k{S2) un prolong e- 
ment de r){Si) (g) r){S2) d J^t{A) = J+(S'i) x J+(S'2), relies par la condition 

rp (k(A)) = rp {k{Si) ^{82)) . 

Soit wff le caractere de P+(Ao^), trivial sur P^(Ao^), qui d x E P+(Ap^) fl M associe la 
signature de la permutation v i->- xvx~^ de J],^{A^) fl U~ / H^{A^) fl U~ . 

La representation k(A) est une ^ -extension de 77(A) relativement a A^ si et seulement si la 
representation {k{Si) <S> i<'{S2)) est une ^-exiension de r]{Si) (8) r){S2) relativement a A^ . 



Demonstration. EUe s'appuie sur le diagramme suivant : 

{Prolongements de 77(A) a J+(A)} A {Pr. de r/(A, A^) a P+(Ao^) J^(A^)} 
rp I rp I 

{Pr. de VPmj^(A)nM a J+(A) nM} ^ {Pr. de 77p|m(A,A^) a J+(A^) nM} 

{Pr. de 77p(^i)|ji(5,)nM ® ^('^2) a J+ (A) n M} A {Pr. de 77p|m(^i, ® v{S2, S^) 

a J+ (A^) nM} 

rp t rp t 

{Pr. de 77(>Si) ® rj{S2) a J+ (A)} A {Pr. de rj{S,, S^) (g) rj{S2, S^) 

aP^(AoJ4,(A^)} 

Expliquons ce diagramme. Les deux premieres lignes reproduisent le diagramme commutatif 
de la proposition 1.20 appliquee a A et A*^, avec echange des lignes et des colonnes. Les 
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deux dernieres lignes reproduisent le meme diagramme commutatif dans le groupe G'^^, avec 
les paires {Si, Sf^) et (^2, ^2^), et inverse ; noter que ri{S2, S^) = r]p\M{S2, sf). 

Soit de nouveau la representation de P+(A^) dans I'espace de 77^^ definie dans la 
proposition 2.30, soit Int^M la bijection correspondante et soit $ I'isomorphisme associe par 
la proposition 2.26. Alors $ entrelace des representations de J^^p{K.^), en particulier de 

JLA^"^) ^ ^ = JiJJ^') n ^ = J+(A^) n M = {J+{S^) n M) x J+(5f ) (cf (i.ii)), et 

$ est le produit tensoriel par (w^)~^ = w^. La composee de haut en bas, soit o $ o rp, 
des applications verticales de droite du diagramme est la bijection Int^^ . 

Partons alors de fi:(A), prolongement de ?7(A) a J^{A). C'est une /9-cxtcnsion relativement 
a A^ si et seulement si son image ®(k(A)), prolongement de ri[K,K^^) a P^(A(,g) J^(A*^), 
se prolonge a J+(A*^) en une /3-cxtcnsion de ri{Is}^). Puisque est une representation de 
P^{K.^^) tout entier, cette condition equivaut a : Intw^f (^(fi;(A))) se prolonge a J^^{K^) 
en une ^-extension de r7int(A^) (proposition 2.33). Ceci signifie exactement que : 

QS~''^[IntiwM(*B(«;(A)))] est une ^-extension de r]{Si) <S> relativement d A^. 

II reste a faire le lien avec les applications rp de la colonne de gauche. L' application 

faisant commuter le diagramme du milieu est encore le produit tensoriel par wff puisque 
la bijection canonique est compatible a la torsion par les caracteres de P+(Ao^)/P^(Ao^) 
(lemme 1.5). Autrement dit : 

rp(«:(A)) = rp (Q3-HlntwM(Q3(«:(A)))]) = rp (w^ ^-i[IntwM(S(«:(A)))]) . ■ 

Exemple 2.36. Plagons-nous dans un groupe symplectique avec dim VF^^^ = 1, de sorte que 
G ~ Sp(2iV+2, F) et G^nt ^ Sp(2, F) x Sp(2iV, F). Prenons dans Zi la strate nulle [^i, 0, 0, 0] 
attachee a une suite de reseaux dont le fixateur est le sous-groupe d'lwahori standard / de 
Sp(2, F), dans Z2 une strate semi-simple sans composante nulle [5*2, n2, 0, f32]. Alors tj^Si) est 
la representation triviale de J^{Si), radical pro-unipotent de ^(5*1) = /. Un prolongement 
K,{Si) de r]{Si) a / est un caractere S de / de la forme S ^) ~ ^{a) pour un caractere ^ 
de Op trivial sur 1 + p^,-. Un tcl caractere est une /3-cxtension relativement a une des deux 
suites de reseaux minimales et S'f extraites de 5*1 si et seulement si k{Si) est le caractere 
trivial de / (Corollaire 1.9, Proposition 1.6). 

Soient et S comme ci-dcssus, soit ^(82) un prolongement dc ri{S2) a 7(5*2) et soit 
fi;p(A) le prolongement de rip{A) a Jp(A) dont la restriction a Jp(A) Pi M est ^ ® ^{82). Le 
theoreme 2.35 dit que lndj^^^^^Kp{A) est une /3-extension relativement a la suite de reseaux 
A^ — -L S2 si et seulement si Wjf (S (8) ^,{82)) est une ^-extension de <8) r){S2) 

relativement a A-^. D'apres nos hypotheses bo(>S'2) est un ordre autodual maximal, dc sorte 
que w^ K,{S2) est une /3-extension si et seulement si k{S2) en est une (Definition 1.4 ; 
est trivial sur les sous-groupes unipotents). II reste : 

Ind]^^^]^-|Kp(A) est une /3-extension relativement a A^^ si et seulement si S = wff . 

La determination de wff necessite d'expliciter le quotient J^^^ (A^) r\U~ / H^{A^) nf/~. 
A titre d'exemple, supposons que I'element (32 engendre une extension totalement ramifiee de 
degre 2A'" dans laquelle il a pour valuation —{2Nk + 1), /c e N ; il est en particulier minimal. 

On obtient Jg^t (A^) fl U~ sous la forme de matrices par blocs z^oj appartenant a 

Sp(2iV + 2,P) avec ^ G pp et X e (pp+\ ■ ■ ■ ,pp+\p^,--- ,p^) (iV fois p^+^ et N fois 
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pp). La description de H^{A^) n U" est analogue avec cette fois N + 1 fois p^"*"^ et N - 1 
fois pp. dc sortc que le quotient cherche est isomorphe a Op/pp- Pour x e o^, Paction 
dc l{x) G P^(Ao^) n M est la multiplication par dans Oir/pi?, la signature dc cette 
permutation est I'unique caractere d'ordre 2 de A;^. En particulier, Indj^^]^^«;p(A) est une 

/3- extension relativement a si et seulement si = \ et ^ ^ 1. 
Le cas A*'^ = -L S2 est semblable. 

3 Application a la reductibilite 

3.1 Une paire couvrante et son algebre de Hecke 

Soit [A, n, 0, /3] une strate semi-simple gauche etV — W^'^'^ ®W^^^ ®W^^^ une decomposition 
autoduale de V telle que 1^*^''^ contienne tons les sauf un ; quitte a reordonner les on 
pent done supposer 

On demande que cette decomposition soit exactement subordonnee a la strate [A, n, 0,(3], 
c'est-a-dire proprement subordonnee et telle que bo(A'^'^)) soit un Og-ordre autodual maximal 
de Endf (W^(°))nS et bo(A(i)) un OE^-ordre maximal de EndEAW^^^) [21, Definition 6.5]. Soit 
ei la periode sur Ei de la suite de reseaux A-^ ; quitte a cchanger W'^~^^ et W'^'^\ on suppose 
comme dans [21, §6.2] que I'unique entier qi verifiant — y < Q'l < y et A(-'^)(q'i + 1) C A'^^^qi) 
est positif ou nul ; comme la decomposition est proprement subordonnee on a de fait qi > 0. 

Soit P le sous-groupe parabolique de G stabilisant le drapeau W^^^'^ C W^'^^^W^*^^ C V, 
U son radical unipotent, M le fixateur de la decomposition autoduale, P~ et U~ les opposes 
de P etU par rapport a M. La decomposition V — W^~^^ ®W^°^ ®W^^^ determine des injec- 
tions des algebres Endi;'(iy*^*^), i = 0, 1, —1, dans E'D.dp{V), obtenues par un prolongement 
nul sur les deux autres sous-espaces. L'involution adjointe g ^ g sur Endp{V) se restreint a 
Endir(l^(o)) en une involution notee de la meme facon, et induit un isomorphisme note x x 
de Endir(l^^^)) sur EndF(l^(~-^)). On identifie le groupe GLir(l^^^)) = G^^^ a un sous-groupe 
de G au moyen du monomorphisme l qui a, g E G^^^ associe i{g) = {g~^, I^^(o),g) E G f] M. 
On note ^ G OGLpiW^'^^) ; ainsi M ~ x l{G^^^). 

Soit le corps des points fixes de l'involution adjointe dans Ei et Cq Tindice de ramifi- 
cation de El sur ; fixons une uniformisante Wi de Ei telle que Wi = {—lY'-'^^zui. Notons 
enfin /i la Ei/ Ei-foime e-hermitienne non degeneree sur associee a la restriction de h. 
Suivant toujours [21, §6.2] on choisit une base ordonnee B^^^ = {vi, ■ ■ ■ , Vd} du reseau A'^^)(0) 
sur Oei- Les elements v^i, 1 < i < d, definis par fi{vj,v_i) = zuiSij (1 < j < d) constituent 
une base ordonnee B^~^^ — {v^i, • ■ ■ , v^d} du reseau A("^^(l) sur Opi- On definit les elements 
h-i, 1-1,1 de Bi et Si et sf de Gp comme suit : 

1-1,1 (vi) = v-i et (v-i) = pour 1 <i <d ; 
h-i (v-i) = Vi et /i _i (vi) = pour I < i < d ; 

si = + e(-l)'' /i _i + /^y(o) ; = Wi^I-i,i + ewi /i _i + 1^(0). 

Aucun des elements si et s^ n'appartient a P"^(Aog) car la decomposition est exactement 
subordonnee [21, Definition 6.8, Lemma 6.7], tandis que pour toute suite autoduale A^^ de 
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Ofi-reseaux telle que bo{A^) soit un 0£;-ordre autodual maximal contenant bo(A), I'un de ces 
deux elements appartient a P+(A^) [21, fin du §6.2]. Remarquons que 

si = i (ei-iy'-^I^m) , {s^f = i (e/^(i)) , s^s^ = l {ew^) , s,s^ = i (ei-lf-^w^") . 

On obtient un automorphisme involutif cxi de G'^^^ en posant : i{ai{g)) = SiL{g)s^^. 

Lemme 3.1 ([21] Lemma 7.11, Corollary 7.12). Soit Jp = Jp(A) = H\A){J{A) n P) . 
Posons C, = i (t^r^) (' = L (wp^) ou zup est une uniformisante de F. Alors (' est un 
element fortement positif ou fortement negatif du centre de M et on a 

JpSiJpsfJp = JpCJp et {JpCJpT^^'^^^ = JpC^^'/'^^Jp = JpC'Jp- 

Les memes resultats sont valides en remplagant Jp(A) par Jp-(A). 

Demonstration. On rcprend la demonstration de [21, Lemma 7.11] en notant ~ J^i-^) 
etc. Le changement de Jp en Jp ou Jp n'affecte que I'intersection avec M, normalisee par Si 
et , la conjugaison par Si ou s^ echange U et U , ct il suffit en fait de travaillcr dans G. 
Notons e*^') la projection de V sur W^'^^ de noyau la somme des W^^^ pour j ^ i ct detaillons 
les calculs de loc. cit. On ecrit n C/" = 1 + e^^^Ze^^^ + e^^^:3e^~^^ + e^^^^e^-'^^ d'ou 

s^{J' n U-)s^' = 1 + /_i,ie(^)ae(°) + I-,,ie^'^ZI-i,i + e('^ZI-i,ie^'l 
Comme appartient a bo(A), 7_i^ie(^^ appartient a bo(A) et bi(A)5 C S), on en deduit 

Si{j^nu-)s^^ cH^nu 

assertion un peu plus forte que loc. cit.{u). On a de meme 

{s^)-\j^ nu)s^ c H^nu-, 

qui est I'assertion (iii) de loc. cit.. Ces proprietes suffisent a conclure puisque les groupcs 
Jp et Jp- sont les groupes {H^ n t/-)(J n M){J^ n U) et (J^ n t/-)(J n M){H^ nU). U 

Partons d'un caractere semi-simple 9 de H^{/3,A) et resumons, d'apres [21, §5.3], les 
proprietes des objets associes que voici : 

• son prolongement Op k H},{A) = H^{A){J^{A) D U) trivial sur J^{A) n U ; 

• I'unique representation irreductible r}p de Jp(A) = if^(A)(J^(A) fl P) contenant Op ; 

• I'unique representation irreductible rj de J^{A) contenant 6*, qui verifie 7] ~ Indj/^'^'!j?7p ; 

• un prolongement k de 77 a J^{^ ; 

• la representation ACp de Jp{A) = if^(A)(J+(A) fl P) obtenue par restriction de k a 
I'espace des J^(A) n [/-invariants de r], qui prolonge r]p et verifie k, ~ Ind'\^^]^Kp. 
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Les groupes consideres ont tous une decomposition d'lwahori relative a (M, P), les represen- 
tations dp, r]p et Kp sont triviales sur H^{A) n U~ et J^(A) n C/ = ^''"(A) d U et leur 
composante en M verifie : 

&p\miA)nM ^0\m(A)r\M = 9^^^ ®9^^^] 

i^P\j+(A)nM - ® K^^^ 

ou est un caractere semi- simple gauche de A(°)), ry(°) est 1' unique representation 

irrcductible de J^((3^^\ A^^^) contenant 9^'^\ k^^^ est un prolongement de r]^^^ a J"'"(/3*^°\ A*^")) ; 
9^ ' est un caractere semi- simple de H\(3^^\A^^^) = H\2(3^^\ A^^^) attache a la strate 
[A^^\n^^\0,2P^^^], fj^^^ est I'unique representation irreductible de J^{/3^^\ A^^"*) contenant 
9^^^^ et K^^^ est un prolongement de fj^^^ a J{f3^^\ A^^^). En outre : 

Lemme 3.2 ([21] Proposition 6.3, Lemma 6.9, Corollary 6.10). L 'involution ai sta- 
bilise le groupe J(/3^^\ A^^^) . De plus, si k est une (3-extension de rj, alors k^'^^ est une 
P^'^^ -extension, k^^^ est une 2/3^^^ -extension equivalente d k^^^ oai et Si et sf entrelacent Kp. 

Les groupes J(A)/J^(A) et Jp{A) / Jp{A) sont isomorphes a P(Ao^)/P^(Ao^), lui-meme 

isomorphe a P(aS)/^^(^S) x ^(^(^S)/^^(A2)) [21, Lemma 5.3]. Donnons-nous une 
representation cuspidale irreductible p de ces groupes, que I'on pent ecrire sous la forme 
(8)i(p^^^) moyennant les identifications ci-dessus, et considerons les representations Xp de 
Jp(A) et A de J (A) definies par 

Xp — Kp <S> p, X — K® p. 

D'apres [21, Lemma 6.1] - dont la demonstration n'utilise pas le fait que k soit une ^- 
extension - elles sont irreductibles, on a A = c-Indj^Ap et I'isomorphisme d'algebres naturel 
de l-iiGjXp) sur 'H{G,X) envoie une fonction de support JpyJp, y & Ge, sur une fonction 
de support JyJ. 

Fixons, pour i = 2, - ■ ■ ,1, une 0£;^-base de la suite de reseaux A*, fixons une o^i-base de 
la suite de reseaux A^ n W^°\ et prenons la base B^"^) U B^^'> de PT^"^) © W^^\ Ceci definit 
un tore dcploye maximal de de normalisateur A'^''". Soit A^^ I'intersection de A^"*" avec le 
normalisateur dans G% de -P°(Ao^) n M. On a A^ = AT^fo, x N^^o ou N^^q-, et N'^^^o sont 
les objets analogues definis dans n GLf(W^^^) = G^^ n GLf(W^^^ n F^) x x • • • G^^ 
et G^ n GLf{W^-^^ © W^^^) respectivement. Soit r une composante irreductible de la 
restriction de p a P°(Ao^) ; on peut I'ecrire comme plus haut sous la forme r^^^ (H) i{p^^^), de 
sorte que 

Ar+(r) := {n G / V ^ r} = Ar+„,(rW) x N^.Mp^'^)) 
et N^{t) := Ar+(r) nG= (Ar+„,(rW) x N^^Mf^'^))) n G. 

Rappelons que Si et sf appartiennent k Ge dans tous les cas excepte celui du groupe 
special orthogonal avec /3i = et dim fW^^^ impaire [21, §6.2]. Plagons-nous dans cette 
situation d'exception et supposons n W^'^^ 7^ {0}. Le groupe n GLf(H^(°) n V^) est 



Representation de Weil et ^ -extensions 



27 



alors un groupe orthogonal et Ton peut choisir p e P+(AoJ fl V^) de determinant —1 tel que 

p'^ — 1 [21, Case (i) p. 350] ;siV^r\ W^^^ est de dimension impaire on choisit p = —1. Alors 
psi et psf verifient toutes les proprictcs de Si et utilisees precedemment et appartiennent 
k Ge- Dans tons les autres cas posons p = 1. Soit enfin W le groupe de Weyl affine a 
deux generateurs engendre par psi et ps^ (par abus de langage - plus exactement c'est le 
quotient du groupe engendre par psi, psf et t(0gj par l{o^J). Alors N/^^o/Nj^^^o fl P(Af^) 
est isomorphe a W lorsque psi appartient a Ge, c'est-a-dire dans tous les cas excepte celui 
du groupe special orthogonal avec /3i = 0, dim fW^^^ impaire et nW^^"* — {0}. 

Proposition 3.3 ([21] §6.4). Posons Jp — Jp(A) et soit k un prolongement de rj a J"*" (A). 

(i) Dans les trois cas suivants : 

(a) la representation A^^^ n'est pas equivalente a A*^^^ o ai, 

(b) p n' entrelace pas t^^\ 

(c) psi n' appartient pas a Ge, 

le support de I'algebre H{G,Xp) est Jp{Ig(o){X^°^) x i{E^))Jp. 

(ii) 5"^ A*-"^^ est equivalente a X^^^ o ai et p entrelace t^^^ et psi appartient a Ge, le support 
de H{G, Xp) est Jp (/g(o)(A(°)) >^ W) Jp. 

Demonstration. Supposons tout d'abord que k est une_/3-extension standard de ; en 
particulier k^^^ est equivalente a k^^^ o ai et la condition "A^^^ est equivalente a A*^^^ o ai" est 
verifiee si et seulement si p^^^ est equivalente a p^^^ o ai (variante de [5, demonstration de la 
Proposition 5.3.2]). L'application de [21] (Proposition 6.15, Corollary 6.16 et demonstration 
de la Proposition 6.18) montre que I'entrelacement de Xp est contenu dans JpN\{t)Jp. 
D'autre part I'entrelacement de Xp dans M est exactement I'entrelacement de A^^^ (g) t(A^^)) 
[6, Proposition 6.3 (ii)]. Si p^^-* n'est pas equivalente a p^^^ o cji ou si psi n'appartient pas 
a Ge, Nj<^j^o{i(j)^^^)) se reduit a t{E^) qui entrelace effectivement la representation, d'oii le 
resultat. II en est de meme si p n'entrelace pas t^^\ car psi alors n'entrelace pas r. Dans le 
second cas au contraire, psi entrelace r, done p, done Xp. 

Un prolongement k arbitraire de 77 a ^^(A) peut s'ecrire sous la forme (8) % oia 
est une ^-extension standard de et x est un caractere de P"'"(Ao^)/P^(Ao^) (par unicite 
des operateurs d'entrelacement de ?7 a scalaire pres [21, Proposition 3.5]). Ecrivons x — 
X^^^ (g) l{x^^^)- Alors I'entrelacement de Xp = (k/ ® x)p ® P = '^p ® XP est determine par 
Paction de ai sur x^-^^ ® P'^^- Comme k^^^^ est equivalente a k^^^'' o ai, la premiere partie 
donne le resultat. Noter que si k est une /3-extension le lemme 3.2 s'applique aussi bien a k 
qu'a K*, le caractere x'"^^ est done cri-invariant (voir aussi [21, Corollary 6.13]), de sorte que 
p^^) est (Ti-invariante si et seulement si p^^^ (8) x'^^^ Vest. ■ 

Corollaire 3.4. Soit k un prolongement de rj a J^{A) et X = k, ^ p comme ci-dessus. 
Notons J*-") = J{(3^^\ A^^^) et J^^^ = J((3^-^\ A^-^'^) . La paire {Jp,Xp) est une paire couvrante 
de (7*^°^ X l{J^^^), X^^^ ® l{X^^^)) dans G. II en est de meme de la paire analogue {Jp-, Xp-). 
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Dans le cas (i) de la proposition, I'algebre 'H{G,Xp) est isomorphe a 'H{M, Xp^ji^m)- En 
particulier, la representation induite parabolique d'une representation irreductible de M de 
type Xp\jnM toujours irreductible. 

Dans le cas (ii) de la proposition, si Iq(q){X^^^) = J^^\ I'algebre T-L(G, Xp) est une algehre 
de convolution sur W . Sa structure est determinee par les relations quadratiques verifiees 
par deux generateurs Ti et de supports respectifs JppsiJp et Jpps^Jp. 

Demonstration. Dans Ic cas (i) dc la proposition, I'entrelacement de Ap est forme de doubles 
classes d'elements de M, la paire est done couvrante par [6, Comments 8.2] ; les consequences 
sur I'irreductibilite sont prouvces dans loc. cit. et rappelees au paragraphe suivant. 

Dans I'autre cas, I'entrelacement de Ap est JpWJp. Grace au lemme 3.1, qui reste valide 
pour psi et ps^, et aux resultats de loc. cit, il suffit de montrer que les elements de H{G, Ap) 
de support JppsiJp et JppsfJp sont inversibles, ce que Ton peut faire comme dans [10] §2.2 
(en verifiant que les demonstrations des lemmes 2.10 et 2.13 s'appliquent mot pour mot) ou 
en passant directcmcnt aux cnonccs plus precis ci-apres. 

Pour passer dc P a il suffit de remarquer que Paction de sur les J^(A) fl 

invariants de r] est aussi egale a k^^^ H^^^ sur J fl M. C'est clementaire en prenant le 
modele de ?] ~ c-Indji^?7p forme des fonctions de D / Pi dans I'espace de rjp : les 
(A) n [/"-invariants sont les fonctions constantes. ■ 

Pour obtenir des precisions sur les relations quadratiques du second cas ci-dessus nous 
suivons encore [21], §7.1 et 7.2.2. Commencons par construirc deux suites de 0£;-reseaux 
autoduales Mo = Tl^ ± A"^ ■ ■ ■ ± et Tli = m\ ± ■ ■ ■ ± comme dans loc. cit. §7.2.2, 
a partir des suites de Og^-reseaux OJTq et 9Jl[ dans V^, de periode 2 sur Ei, caracterisees par : 

mliO)^A\l-q^), mlil)^A\q,), 9Jli(0) = A^(l-|), 9Jt}(l)=A^(|). 

Les ordrcs bo{DJlo) et bo(S[)Ti) sont des o^-ordrcs autoduaux maximaux contenant bo(A) et la 
decomposition V = W^~'^^ (BW^^^ (BW^^'^ est subordonnee aux strates [QJlj, nrgj., 0, f3] {i = 0, 1). 
Enfin si appartient a P"^(QJIo,ob), sf appartient a P+(9Jli,o^) et Ton a : 

P+(A„ J = (P+(9}ti,„ J n P-) P\Tli,o,) = (P+(2}to,a J n P) P\Tlo,oJ. (3.5) 

En particulier, la representation p = (8) i(p^^)) de J(A)/J^(A) ~ P(Ao^)/P^(Ao^) s'etend 
en une representation toujours notee p du sous-groupc parabolique P(Ao^)/P-'-(9Jti.t,^) de 
P(OJIi og) triviale sur son radical unipotent P^(Ao^)/P^(9Jti^(,^), et de meme avec TIq^o,^. 
Avec ces conventions on a : 

Proposition 3.6 ([21] (7.3)). Si k est une f3-eoctension de rj relative a Wlo, il y a un homo- 

morphisme d'algebres injectif 

jo: 7^(P(QJto,oJ,p) niG,Xp) 

preservant le support : Supp(jo(0)) = Jp Supp(0) Jp. // en est de meme en remplagant WIq 
par 9Jli, avec un homomorphisme ji. 
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Demonstration. II faut justifier I'usage de [21, §7.1], qui s'occupe de representations de 
groupes de la forme J°(A), pour nos representations de groupes J(A). Par hypothese, il cxis- 
te une /3-extension /t(9Jlo)) representation dc J^(9Jlo)) dont la restriction a P+(A(,^) J^(03to) 
correspond a la representation k. de J^(A) par la bijection canonique ^. Reprenant la 
demonstration de [21] Proposition 7.1 pas a pas, on obtient un isomorphisme d'algebres 
de Hecke, preservant le support, de K(9Jto)|p(A„^)ji(f!jto) ® p) sur «;| j(a) <S> p)- 

L 'isomorphisme de la proposition 7.2 de loc. cit. reste validc puisquc K(9Jto)|p(A„^)ji(ajto) 
se prolonge a J{Wlo). Le dernier isomorphisme de la composition de [21, (7.3)] provient de 
[21, Lemma 6.1]. ■ 

CoroUaire 3.7. Soit k un prolongement de r) d J~^{A) et \ — k ® p comme ci-dessus. 
Supposons que la representation X^^^ est equivalente a A*-^-* o ai, que p entrelace r*^"-* et que 
psi appartient a Ge- Soient xo Xi des caracteres de P"'"(Ao^)/P^(Ao^) tels que k ® Xo^ 
soit une j3 -extension relative a 9Jto et k, ® Xi^ j3 -extension relative a QJti. Moyennant 
une normalisation convenable, les relations quadratiques verifiees par les generateurs Ti et 
de l-LiG, Xp) sont respectivement les relations quadratiques verifiees par 

• le generateur de 'H(P(50to,Ois), P <H) Xo); de support P(Ao^)psiP(Ao^), 

• le generateur de 'H{P{DJli^oj^), p iSi Xi)? de support P(Ao^)ps^P(Ao^). 

Ce coroUaire fournit le moyen de calculer les relations quadratiques cherchees, a ho- 
mothetie pres, dans un groupe reductif fini. Nous indiquons dans le paragraphe suivant les 
conclusions qu'une telle connaissance permet de tirer en termes de reductibilite d'induites. 

3.2 Relations quadratiques et points de reductibilite 

Nous expliquons dans cette section comment les coefficients des relations quadratiques satis- 
faites par les deux generateurs de I'algebre de Hecke ci-dessus, sous les hypotheses communes 
aux coroUaires 3.4 et 3.7, determinent entierement les parties reelles des quatre points de 
reductibilite de I'induite correspondante. 

Commengons par rappeler la propriete caracteristique des paires couvrantes dans le 
groupe classique G, pour des representations supercuspidales d'un sous-groupe de Levi maxi- 
mal M ~ GL(n, F) X L. On se donne une representation supercuspidale n de GL(n, F), un 
type {Jn, Xn) pour tt, une representation supercuspidale a de L, un type ( Jq, Aq) pour a, un 
sous-groupe parabolique P de G de facteur de Levi M, et on suppose construite une paire 
couvrante (J, A) de ( J„ x Jo, A„ Aq) dans G. Par definition [6, §7] il existe un morphisme 
d'algebres injectif t : 'H{M, An(8) Aq) — > 'H{G, A) rendant le diagramme suivant commutatif : 




Mod-?^(G, A) 
t 

Mod-7{(M, An ® Ao) 



(3.8) 



Nous travaillons ici avcc I'induite normalisee indp et avec des modules a droite sur les algebres 
de Hecke. Le foncteur t^ associe a un module X le module Hom-^(jvf, An®Ao)(^(G^) '^)) -^)) 
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dans lequel t determine la structure de module de A), et le foncteur f) associe a une 
representation r le module Horn j„xJo{^n <H) Aq, t). 

Les fleches horizontales de (3.8) sent des equivalences de categories, ce diagramme im- 
plique done que pour tout s G C, la representation indp7r|det|* (g) a est reductible si et 
seulement si le Tii^G, A)-module i) (7r|det|* (gD c) est reductible. 

Choisissons pour a un type (Jo, Aq) construit par Stevens [21, Theorem 7.14] de sorte que 
a ~ IndjgAo. Alors I'algebre T-L(M, A„ Aq) est isomorphe a H{GL{n, F), An). 

Choisissons pour tt un type simple maximal de Bushnell-Kutzko ( J„, A„), attache a une 
strate simple [A„, 0, Posons En — F\fin\ et notons zue„ une uniformisante de En. 
D'apres [5, §6], I'entrelacement de A„ est egal k Jn — E^ Jn — Jn on a une bijection 
At- I — )■ T = Ind-'"*-"'^'' A^ entre I'ensemble des prolongements de A„ a J„ et I'ensemble des 

Jn 

classes d'cquivalence de representations irreductibles de la classe d'inertie de tt. Soit Z un 
element de 'H(GL(n, F), A„) de support zuE„Jn ; on a par [5, §5.5] : 

H{GL{n,F),Xn)-C[Z,Z-']. 

En particulier, les representations irreductibles de cette algebre sont des caractcrcs, determi- 
nes par leur valeur en Z. Le groupe X° des caracteres non ramifies de GL(n, F) agit sur 
?{(GL(n,F), A„) par x{f){x) = x{x)f{x) (x e / e n{GL{n, F), Xn), x G GL(n,F)), et 
si r est une representation irreductible comme ci-dessus on a : f)(T (g) x~^) — h{'^)°X soit : 

l)(r®x-')(^)=x(^Ejt)(r)(^). (3.9) 

Le plongement de GL(n, F) dans M G G determine une involution g i— )■ sur GL(n, F) 
deduitc dc I'involution adjointe (voir le debut du paragraphe precedent) ; on dira que tt 
est autoduale si sa classe d'isomorphisme est fixee par cette involution. (Cela signifie que 
TT est equivalente a sa contragrediente dans les cas symplectique et orthogonal, a la con- 
tragrediente de sa composee avec la conjugaison de F sur Fq dans le cas unitaire.) Si aucune 
des representations 7r|det|^ n'est autoduale on salt que la representation induite est toujours 
irreductible ([18, Corollary 1.8] ; voir aussi [23, Lemmas 4.1 and 5.1]). 

Supposons TT autoduale et faisons les hypotheses suivantes : 

(i) L'algebre 'H{G, A) a deux generateurs Tq et 71 verifiant des relations quadratiques de 
la forme (7] - u]){Ti - uf) = (i = 0, 1) et on a t{Z) = TqTi. 

(ii) Les quotients des valeurs propres sont des nombres reels strictement negatifs. On 
ordonne alors les valeurs propres de fagon que : i^^/c^f = —q^* avec n > 0. 

Soit ^ un caractcrc dc H{M,\n Cg) Aq). La representation t*(.^) est dc dimension 2, cllc est 
reductible si et seulement si elle contient un caractcre, c'est-a-dire si et seulement si il existe 
un caractere a de ^{G, A) tel que = a o t [1, Proposition 1.13]. Ainsi la reductibilite de 
indp 7r|det|*(8)(T est obtenue exactement pour quatre valeurs de s (comptees avec multiplicite) , 
donnees par f) (7r|det|*)(Z) = ujIuj'[, j, k — 1,2, c'est-a-dire 

[)(7r|detn(Z) e {ao = ujlujl, -q''"ao, -q'''ao, q''"+''ao}. (3.10) 
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On sait par ailleurs que TZ^'^'^^^'^'^^^{GL(n, F)) contient exactement deux representations 

e 2i7v 

irreductibles autoduales non equivalentes : tt ct vr |det |2niogg^ pour un unique entier e di- 
visant n, qui est I'indicc dc ramification de En sur F [5, Lemma 6.2.5]. On sait enfin [18, The- 
orem 1.6] que pour chaque representation supercuspidale autoduale n' de GL(n, F) I'ensemble 
des points de reductibilite reels de indp 7r'|det|* ® cr est soit vide, soit de la forme {a, —a} 
pour un reel positif ou nul a. Ainsi il existe au maximum quatre representations donnant 
lieu a reductibilite (comptees avec multiplicite) , a savoir : tto ]det ]=^*i et tto 
pour un si e R et un S2 G M, dont les images par f) sont, via (3.9), les caracteres ayant pour 
valeur en Z un element de I'ensemble : 

{g^^? f) (n)(Z), 5-^? f) {n)(Z), -g^^? f) (n)(Z), -g^^? i, (n)(Z)}. (3.11) 

Sous les hypotheses (i) et (ii), un sous-ensemble X convenable de (3.11) doit coincider avec 
(3.10). Comme (3.10) contient des paires d'elements de quotient negatif, le sous-ensemble X 
doit avoir la meme propriete : c'est (3.11) tout entier. Les hypotheses faites entrainent done 
que les induites considerees ont effectivemcnt des points de reductibilite. En comparant les 
quotients reels positifs de valeurs de (3.10) et (3.11) on obtient la formule suivante : 

Proposition 3.12. Supposons que Valgehre 1-1(0, X) a deux generateurs verifiant des rela- 
tions quadratiques de la forme {Ti~ujl){Ti—uf) = (i = 0, 1) dont les quotients des valeurs 
propres s'ecrivent ool/ujf = —q''" avec Vi > 0, et tels que t{Z) = TqTi. Les parametres r^, ri 
determinent alors les parties reelles des points de reductibilite de indp 7r|det|'' 0a : ce sont 
les elements de I'ensemble 

{±|^(ro + rO, ±^iro-n) }. 

Remarque 3.13. Cctte proposition ne permet pas de determiner separement les deux points 
de reductibilite reels correspondant a chacune des deux representations autoduales vr et 
TT |det 1 2" log 9. Elle ne fournit que I'ensemble total des parties reelles des points de reductibi- 
lite pour une representation autoduale dc la classe d'inertie de vr. 

Remarque 3.14. Lorsque la structure de 'H(G', A) est donncc par un enonce semblable au 
coroUaire 3.7 ci-dessus, I'hypothese (i) est automatiquement vcrifiee. L'hypothesc (ii) I'est 
aussi par [15, §6.7], apres [11] : le quotient des valeurs propres est — p"^, i.e. I'oppose du 
quotient des degres des deux representations irreductibles formant I'induite de la cuspidale 
dans le groupe reductif fini. 

Remarque 3.15. Pour des representations u et tt dont les types verifient les hypotheses 
du paragraphe 3.1 (voir a cc sujct la remarque 3.18 plus loin) on retrouve les resultats de 
reductibilite connus par ailleurs. En effet, si G est un groupe symplectique ou unitaire les 
cnonccs dc cc paragraphe sc simplifient (car p = 1 et Si apparticnt a Gg) et, completes par la 
proposition 3.12, fournissent I'irreductibilite de indp 7r|det|*®cr si aucune des representations 
7r|det|* n'est autoduale, et sa reductibilite pour un unique s > si tt est autoduale. II en est 
de meme si G est special orthogonal en dimension impaire : le seul cas oii si n'appartient pas 
a G^; est celui oii /3i = 0, les espaces V'^, - ■ ■ sont alors de dimension paire, car chacun 
porte une strate simple gauche non nuUe, done W'^'^'> fl est de dimension impaire d'oii 
p — —1 et psi appartient k Ge- 
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Le cas du groupe special orthogonal en dimension paire est plus delicat. L'irreductibilite 

de indp7r|det|* ® cr si aucune des representations 7r|det|^ n'est autodualc est donncc par le 
corollaire 3.4. Via les lemmes de Zhang cites plus haut, on est assures de I'existence dc points 
de reductibilite reels, pour n autoduale, dans tons les cas sauf le suivant : G est un groupe 
special orthogonal et n est impair. De fait, si n est pair, si appartient a Ge, p = 1 et Ton 
retrouve les situations decrites plus haut. Supposons n impair ; I'autodualite de tt entraine 
n = 1 par [2, Theorem 1]. Le cas d'exception est done cclui dc GLi(F) x S0(2t, F), Levi de 
SO(2t + 2, F). D'apres la proposition 3.3 il cxistera des points dc reductibilite si et seulement 
si p entrelace t^^^ et psi appartient a - en particulier il n'en existe pas si 1^*^°^ = {0}. 
On pourrait comparer cette condition avec celle de Jantzen [12] selon laquelle I'induite a des 
points de reductibilite si et seulement si a est equivalente a sa conjuguee par un element 
du groupe orthogonal de determinant —1 (si W^^^ OV^ — {0} il est facile de voir que cette 
condition n'est jamais satisfaitc). Cc n'est pas notre propos ici. 

Ccs questions dc reductibilite ont etc beaucoup ctudices, en premier lieu par Shahidi [17, 
Theorem 8.1] ; pour le cas d'exception citons par exemple [14], [23], [12]... 

3.3 Conclusion 

Passons enfin a I'etude de la reductibilite sous les hypotheses communes aux paragraphes 
3.1 et 2.4, c'est-a-dire une decomposition autoduale V — W^~^^ ® © W^^^ exactement 
subordonnee a [A,n,0,^], avec W^^^ ^ ± ■ ■ ■ ± et W^''^^ ® W^^^ = V\ On pose 

commc au paragraphe 2.4, et on note Gf (resp. Gj-^) le 
groupe d'automorphismes de la restriction de la forme h k Zi (resp. Z2), Gi (resp. G(o)) sa 
composantc neutre, de sorte que G^^^ = G^-j x Gf. 

Soicnt P et M comme en 3.1 et Pi, Mi Icurs intersections avec Gi. Le corollaire 3.4 
nous decrit une pairc couvrante (Jp,\p), dans G, de la paire (J^"-* x l{J^^^), X^^^ ® t(A*^^-')) 
dans M = G(o) x t(GLj.(iy(^))). Supposons que /g{o)(A(°)) = ; la paire {J^°\ X^°^) est 

alors un type pour la classe d'inertie de la representation supercuspidale a — c-Ind^('o)^ A'^^^ de 
G(o) ([21, Corollary 6.19] ; k,^^^ est tordue d'une ^-extension par un caractere, comme dans 
la demonstration dc la proposition 3.3). D'autre part bo(A^''-^) est un O£;j-ordrc maximal 
de EndE,{W^^^) done {J^^\ A^^)) est un type pour une classe d'inertie de representations 
supercuspidales de GLp(W^^^) [5, Theorem 6.2.2] dont on note tt un element. Le diagramme 
3.8 relie alors I'etude de reductibilite des induites Indp 7r|det 1^(8)0" a la structure de 1-L{G, Xp). 

Notre but est de comparer les parties reelles des points dc reductibilite des induites 
paraboliques Indp7r|det|* (g) a dans G aux parties reelles des points de reductibilite des 
induites paraboliques Indp^^ 7r|det|* dans Gi. Dans Gi nous avons une situation tout a fait 
analogue c'est-a-dire une paire couvrante (Jp^(A^), ApJ de la paire (t(J*^^)), ^(A^^))) dans Mi 
(ce qui definit ApJ. 

D'apres le corollaire 3.4, si la representation A*-^-* n'est pas equivalente a A*^^^ o ai ou si Si 
n'appartient pas a Gp, les algcbrcs 'H{G. Xp) et H{Gi, ApJ sont isomorphes a 'H{M, ^p\jnM) 
et l-L{Mi, Ap^ij^ (Ai)nMi) rcspcctivcmcnt et les induites Indp tt | det | * (g) c et Indp^^ 7r|det|^ sont 
toujours irreductibles. Le premier cas est celui 011 la classe d'inertie de n ne contient pas 
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de representation autoduale et Ton retrouve le fait qu'une representation supercuspidale 
autoduale possede un type autodual. 

Plagons-nous desormais dans le cas autodual oii A*^^) est equivalente a A*^^) o ai, et sup- 
posons que Si appartient a Ge- L'enonce du corollaire 3.7, dont on reprend les notations, 
pent etre precise en ne faisant intervenir que les intersections avec Gi. En effet P(9JIo,ob) est 
egal au produit -P(9Jlo°]^) x P{Tll^,J, de meme pour P(9Jti,pg) et P(Aoe). Comme bo{A^°^) 

est un OE-ordre autodual maximal de EndF{W^^^)nB on a PiTl''o),J = P{^i,Ie) = ^(^S), 
de sorte que (of. (3.5)) les algebres : 

et ?^(P(97li,,J,p®Xi) ^ n{PimU,L{p^'^0x?)) 

dctcrmincnt les relations quadratiques satisfaitcs par les gcncratcurs dc H{G,\p). De la 
meme fagon, les relations quadratiques satisfaites par les generateurs de 'H(Gi,ApJ sont 
determinees par les algebres 

ou xi^o et xi,i sont des caractcres dc P+(Aj^)/P-'^(Aj^) tels que Ki<^Xifi ^oi^ /3-extension 
relative a OJlJ et Ki ® x^i une /3-cxtcnsion relative a 

Dans les deux cas il s'agit d'algebres 'H{Q, 7) relatives a une representation supercuspidale 
autoduale 7 du sous-groupe de Levi de Siegel d'un groupe reductif fini Q, soit 

P{KJ/P\KJ ^ ^(AS)/^^(AS) ^ GL(/, A;eJ 

ou fce^ est le corps residuel de Ei et / la dimension de W^^^ sur Ei. (On rappelle comme au 
paragraphe 3.2 que la notion d'autodualite correspond ici a 7 o (ji ^ 7, et que Paction de cxi 
sur GL(/, kEi) est equivalente k g ^ ^g^^ si /3i = ou si Ei est ramifiee sur E^, k g ^ ^g~^ 
si El est non ramifiee sur E^, la barre designant alors Taction de I'element non trivial du 
groupe de Galois de /cgj sur kEO.) Les relations quadratiques correspondantes peuvent etre 
calculees au cas par cas a partir des travaux de Lusztig. Quoi qu'il en soit, il arrive que ces 
relations soicnt indcpcndantcs du choix dc la representation cuspidalc autoduale 7. Lorsque 
c'est le cas, la proposition 3.12 impliquc que les parties reelles des points de reductibilite de 
Indp7r|detp (8) cr et Indp^^ 7r|detp sont les memes. 

Exemple 3.16. Si Ei est non ramifiee sur Ef et de degre maximal [Ei : F] = dim fW^^\ le 
groupe Q est isomorphe dans les deux cas k U {1 , l){kEi / kEo) . Les relations quadratiques sont 
toujours homothetiques a — {qe^ — 1)X + qe^, avec quotient des valeurs propres —Qei- 
L'application de la proposition 3.12 donne pour parties recUes des points de reductibilite 
(double) ct ±|. Si Pi est ramifiee sur Pj^ et de degre maximal, le groupe Q est isomorphe a 
SL(2, /ceJ) ou 0(1, 1)(A;eJ). Dans SL(2, /cgj) la relation quadratique est soit X'^ = {qe^ — 
1)X + qe^, soit X"^ — 1, avec quotient des valeurs propres —Qe^ ou —1, elle est sensible a la 
torsion ; dans 0(1, l)(A;£j) c'est X'^ — 1. Les parties reelles des points de reductibilite sont 
soit (double) et ±|, soit (quadruple). 

Dans ces deux cas, pour toute representation a verifiant les hypotheses du present para- 
graphe (voir la rcmarque 3.18), les points de reductibilite de Indp7r|det|* ® a sont de partie 
reelle strictement inferieure a 1. 
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Si les relations ne sont pas independantes du choix de 7, la comparaison cherchee impose 
de comparer les caractcrcs xo et Xi d'une part, Xi,o et d'autrc part ; c'est la qu'intcrvicnt 
le theoreme 2.35. Soit done Wf^ (resp. w^_) le caractere de P+(Ao^), trivial sur P^(Ao^), 
qui a a; G P"'"(Ao^) fl M associe la signature de la permutation v 1— )> xvx'-^ de Jg^t (9?to) H 
U-/ H^iDJlo) n U- (resp. Jext(2^i) ^ n [/). Rappelons que ces caracteres ne 

dependent que de la strate [A, n, 0, /3] (Lemme 2.22). 

Les hypotheses du paragraphe 2.4 sont verifiees par le sous-groupe parabolique P et la 
suite de reseaux QJIq, ainsi que par P~ et Wli (3.5) et les representations k et Ki sont reliees 
par la condition : 

rp (k) = rp («;^°^ (g) ki) = (g) t(/$(^^) = rp- (k) = rp- (k^^^ (g) ki) . 

D'apres le theoreme 2.35, k, (g) Xo^ est une /3-extension relative a WIq si et seulement si 
w^Xq ^('^*'°^ (8) Ki) est une /3-extension relative a TIq ; de meme k ® xj"^ est une /3-extension 
relative a DJli si et seulement si w^_xr^ ('**■"■' ® '^i) est une ^-extension relative a DJti. Sur la 
composante en 1^^°) la torsion par ou ne change pas le fait d'etre une ^-extension 
car ces caracteres sont triviaux sur tous les sous-groupes unipotents [21, Theorem 4.1]. La 
condition se simplifie done comme suit : 

K, (g) Xo ^ est une ^-extension relative a TIq si et seulement si {Xo'^)~^i^^^^ ^st une /3- 
extension et Wj'^Xo ^'^i ™e [5-extension relative a OJIq ; 

et de meme en remplagant 9Jlo par et xo par xi- Notons au passage que xo et xi 
different d'un caractere autodual [21, Remark 6.12] tandis que w^^f et w^_ sont quadratiques 
ou triviaux. Finalement : 

Proposition 3.17. Notons 70 = ^(p''"'^^ ®Xo^'') et 71 = <.(p''"^^ ®Xi'')- Les generateurs de 
T-LiG, Ap) se calculent dans 

n{P{mlj/p\mlj, 7o) et n{P{mlJ/p\mU, 71) 

tandis que ceux de 'H(G'i, ApJ se calculent dans 

nPmloJ/P'iKoJ^ 70 w^) et n{P{ml,J/P\mlJ, 71 w^-), 

oil le caractere (resp. w^_^ de Pi^A]^)/ P^i^A]^) associe a x & P{Al^) la signature de la 
permutationv^ xvx'^ de Jl^{ml)nU-/ H\mil)nU- (resp. Jl^{m\)nU/ H^{Wl\)r)U). 

Remarque 3.18. Bien entendu ce resultat ne permet pas de traiter la reductibilite de 
Indp 7r|det|^ (8) a pour n'importe quelle paire (tt, a), puisque les types attaches a tt et cr ont 
ete construits a partir des elements suivants : 

• une strate semi-simple gauche [A,n,0,/3] et une decomposition autoduale exactement 
subordonnee a cette strate V = W'^-^'' © VT^") © W'^^^ telle que = VT^^^^ © W^^'^ ; 

• un caractere semi-simple gauche 9 dont la restriction 9^^^i^l(9^^^ ) a H^(A)r]M determine 
un caractere semi-simple gauche 9^^^ intervenant dans a et un caractere simple 9^^^ 
intervenant dans n. 
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On ne peut I'appliquer qu'a des paires de representations possedant des strates et caracteres 
semi-simples sous-jacents au-dessus desquels il existe une strate semi-simple et un caractere 
semi-simple convenablement decomposes comme ci-dessus, ce qui peut imposer des conditions 
de compatibilite entre les caracteres 9^^^ et i{9^^^) (voir la definition des caracteres semi- 
simples [20, Definition 3.13] et la notion de "common approximation" de [7, §8]). 

Precisons ceci, avec les notations du paragraphe 3.1. On choisit un type pour la represen- 
tation supercuspidale autoduale tt avec strate simple sous-jacente [A^^\n^^\ 0,2/3^^^] et ca- 
ractere simple sous-jacent 9^^\ On pent sommer la strate [A^^\n^^\ 0, (3^^^ et la strate duale 
dans VF'-^^^ dc facon a obtenir imc strate simple gauche [A^, n^, 0, dans a laquelle 

= H^(-i) © soit exactement subordonnee [2] [10], avec = /^^-^^ © /J^^^ On choisit 
par ailleurs un type pour a avec strate semi-simple gauche sous-jacente [A'^'^^ n^^^^ 0, /3*^°)] et 
caractere semi-simple gauche 9^'^\ On se ramene au cas oia A^ et A*^°) ont meme periode. La 
proposition 3.17 s'applique alors dans les cas suivants : ~ n^^^ et les polynomes carac- 
tcristiqucs des strates [A^ , , . (3^] ct [A^^\^ n^^\^ , (3^^^] sont premiers entre eux ; = et 
P^^^ est invcrsible ; n*^°^ = et est inversible. Si les strates sont moins "disjointes", un 
examen plus approfondi est necessaire pour determiner si 9^^^ et 6*^°^ verifient les conditions 
d'existence d'un caractere 9 comme ci-dessus. 

En particuher ce resultat s'applique toujours si la strate sous-jacente a tt est nuUe et /3^^^ 
inversible. En revanche le cas d'un caractere autodual tt de GL{1, F) et d'une representation 
a attachee a une strate semi-simple dont une composante simple est nulle (ce qui est au- 
tomatique dans un groupe special orthogonal impair) ne releve pas de la proposition 3.17. 



3.4 Examples 

Commengons par illustrer la signification de la proposition 3.17 a partir d'exemples bases 
sur les calculs de paires couvrantes et d'algebres de Hecke deja faits dans Sp(4, F) [1] ; le 
groupe G est ici symplectique. 

Le cas des representations supercuspidales autoduales tt de GL(2, F) vu comme sous- 
groupe de Levi de Siegel de Sp(4,F) [1, Tableau (3.17)] est conformc a I'cxcmplc 3.16 
ci-dessus. Passons au cas le plus interessant, celui d'un caractere quadratique ou trivial 
X de GL(1,F). Notons x restriction de x a o^. La paire couvrante (Jpj(Ai),ApJ dans 

Gi = Sp(2,F) correspondante est tout simplement la paire {I,Xo) ou I = °x j I"! ^^i 

est un sous-groupc d'lwahori et Xoiicd)) ~ x{(^)j{cd) ^ ^- deux sous-groupes para- 

horiques maximaux contenant / sont Vq = SL(2,0f) et Vi = ''^^ ^ fl Gi. La seule 

/3-extension du caractere trivial de = ( ^^^-^ ^^p^ ) fl Gi a / relativement a I'un ou I'autre 
de ces parahoriques est le caractere trivial. Notant encore Xo caractere du sous-groupe 
parabolique image de / dans le quotient reductif de Pq ou Pi, on voit par le coroUaire 3.7 
que les relations quadratiques determinant la reductibilite sont deux fois celle satisfaite par 
un generateur de 'H(SL(2, kp), Xo), soit {X + 1){X — q) = (A) (ro = ri = 1) si % est trivial 
sur 0^, (X + 1)(X — 1) = [B) (ro = ri = 0) sinon. d'ou la structure bien connue pour 
'H(SL(2, F), Xo) et les points dc reductibilite dc parties rccUcs ct 1 dans le premier cas, 
quatre fois dans le second, pour la representation Indp''*^^'^'' x| I"*. 
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Occupons-nous maintenant des representations induites Indp''^^'^^ x\ I"* (8) cr ou cr est une 
representation supercuspidale de Sp(2,F). L'examen des tableaux (2.17) p. 676 et 1 p. 677 
de [1] appelle quelques remarques. 

(i) Lorsque a est une representation de la serie non ramifiee "exceptionnelle" , i.e. induite 
a partir de I'inflation a SL(2, Op) d'une representation cuspidale de SL(2, A:^) qui ne 
se prolonge pas a GL(2, A;^-), ct si x n'cst pas trivial, on trouve une relation dont le 
quotient des valeurs propres est —q^. De fait, dans ce cas la strate sous-jacente a a est 
une strate nuUe, la strate sous-jacente k n — x aussi, et nous ne sommes pas dans les 
conditions d'application de la proposition 3.17 (voir la remarque 3.18). C'est pourquoi 
cette proposition ne permet de prevoir ni ce cas, ni les autres cas dits "de niveau 0" oii 
a est induite de I'inflation d'une representation cuspidale de SL(2, kp) qui se prolonge 
a GL(2,A;f). 

(ii) Si X Gst trivial, on trouve deux relations de type (A) si a est de la serie non ramifiee et 
de niveau strictement positif, deux relations de type (B) si a est de la serie ramifiee ; 
si X 6st non trivial, c'est exactement le contraire. Ces cas relevent de la proposition 
3.17, les caracteres et w^_ sont necessairement triviaux dans le cas non ramifie et 
non triviaux dans le cas ramifie. 

Dans un groupe symplectique on a calcule dans I'exemple 2.36 les caracteres w^^ ct 
dans le cas d'un caractere autodual x de GL(1,F) et d'une representation a de Sp{2N,F) 
attacliee a un type simple maximal oii I'element engendre une extension totalement 
ramifiee et y est de valuation congrue a —1 modulo dim 1^^°). Ces deux caracteres sont egaux 
au caractere quadratique non trivial de (comme dans (ii) pour = 1). La proposition 
3.17 nous permet de comparer comme ci-dessus la reductibilite de Indp''*^^^'''^'^-' x\ |* <8) cr a 
celle de Indp*^^^'^^ x\ 1^- 6n deduit qu'il y a un unique caractere autodual x de tel 

que Indp'^*-^^^^''^'' x\ I'* ® <7 soit reductible en s = 1, et que la restriction de ce caractere a Op 
est non triviale. 11 s'agit done, comme on s'y attend par ailleurs, d'un caractere quadratique 
ramifie. Cependant (voir remarque 3.13), la determination exacte de ce caractere parmi les 
deux caracteres quadratiques ramifies necessite des calculs plus pousses. 
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